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CAPITULO ]_

Introduccion a la Optimizacion
no-lineal

1.1 Problemas de Optimizacion y nociéon de soluciéon

En este curso estamos interesados en resolver problemas de optimizacion, que tienen la forma general

(P) = {gﬁn /) (1.1)

s.a. z e X.

El problema (P) se conoce como problema de minimizacion y estd compuesto por tres elementos:
1. La funcién objetivo f : R™ — R. Es la funcién cuyo valor queremos minimizar.

2. La variable de decisién x = (z1,...,2,) € R™. Es lo que controlamos. Podemos decidir el valor
de z y por lo tanto no esté predefinido.

3. El conjunto factible X C R”™. La variable que controlamos esta restringida a este conjunto.
Solo podemos elegir valores para x que estén en el conjunto factible X.

En general, el conjunto factible X estd descrito por una serie de restricciones, es decir,

gj(x) <0,Vjed (1.2)

X = {:E eR"” :
donde I y J son conjuntos de indices finitos, y h; : R™ = R y g; : R® — R son funciones continuas
para todo i € I y todo j € J. Cuando tenemos esta estructura, el problema (1.1) se reescribe como

e

(P) = hi(z) =0, Viel, (1.3)
T g <o, vied

En algunos problemas, aparecen restricciones de desigualdad de la forma g(z) > «. Sin embargo,
reemplazando la funcién g por = — a — g(z), siempre podemos expresar el conjunto factible X en
su forma estdndar dada por (1.2).
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Volviendo a la forma general (1.1), la siguiente definicién nos da el concepto de solucién del problema

(P).

Definicién 1.1 (Solucién). Un punto T € R™ se dice solucién del problema de optimizacion (1.1)
si cumple que

= T es un punto factible del problema, es decir, T € X.

v f(Z) es el valor minimo que puede alcanzar f en el conjunto factible X, es decir,

Vee X, f(z)< f(x). (1.4)

El conjunto de todas las soluciones del problema (1.1) se denota como argmin{f(z) : x € X}, o
simplemente argminy f. Los puntos T € argminy f también se les denomina minimos globales de f
en X.

El concepto de minimo global estd dado por la ecuacién (1.5): Un punto T € X es minimo global de f
en X si f(Z) toma el valor mas pequeno en todo X. Como veremos més adelante, la gran dificultad de
la optimizacién no-lineal versus su contraparte lineal, es que encontrar minimos globales en nuestro
contexto no siempre es posible computacionalmente. Debido a esta obstrucciéon, muchos métodos de
optimizacién buscan lo que se conoce como minimos locales.

Definicién 1.2 (Minimo local). Un punto T € R"™ se dice minimo local de f en X cumple que
= T es un punto factible del problema, es decir, T € X.
» FEziste 0 > 0 suficientemente pequenio tal que
Ve e X NB(z,d), [f(&@) < f(x). (1.5)
Es claro que todo minimo global es a su vez minimo local, pero que la conversa no se tiene. La nocién

de minimo local se puede interpretar como una “solucién débil” del problema (1.1). La Figura 1.1
ilustra esta diferencia para la funcién f : R2 — R dada por

f(z,y) =In(z* + 2(z — 2)3 + 100 exp(—2?) + 300) + In(1 + ¢/?),
en el conjunto factible X = {(z,y) : —10 < z,y < 10}.

En este apunte, nos enfocaremos en cémo encontrar soluciones globales, o al menos locales, para el
problema (1.1), cuando los datos del problema son no-lineales.

1.2 Problemas de maximizacion

En muchas aplicaciones, nos encontramos con otra familia de problemas, llamados problemas de
mazimizacion, que tienen la forma general

(P) = {Hé%x /) (1.6)

s.a. zeX.

En este tipo de problemas tenemos exactamente los mismos elementos que en el (1.1), es decir, la
funcién objetivo f, la variable de decisién x € R™ y el conjunto factible X. La diferencia esta en el
concepto de solucién, pues aqui queremos encontrar un punto = € R™ que sea factible pero tal que
f(&) sea el valor mdzimo que puede alcanzar f en X. Es decir, buscamos T € X tal que

VeeX, f(@) > f(x) (1.7)

6
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Figura 1.1: Ejemplo de Minimo local versus Minimo global. En rojo, el minimo global de la funcién,
alcanzado aproximadamente en (—3.6173,0). En azul, un éptimo local, alcanzado aproximadamente
en (1.6847,0). El circulo azul es una bola donde se verifica (1.5).

El conjunto de todas las soluciones del problema (1.6) se denota como argmax{f(z) : = € X} o
simplemente argmaxy f. Un elemento T € argmaxy f se llama también mdximo global de f en X.

Andlogamente, también podemos definir maximos locales: Un punto T € X es un mdzimo local de
f en X si existe § > 0 lo suficientemente pequenio tal que

Ve € X N B(&,9), f(z) > f(x). (1.8)
Sin embargo, los problemas de maximizacién y minimizacién estan relacionados, en el sentido que
uno siempre puede transformarse en el otro manteniendo las mismas soluciones.

Teorema 1.3. El problema de mazimizacion (1.3) es equivalente al problema de minimizacion

min  —f(z)
sa. ze€X,

en el sentido que ambos problemas tienen las mismas soluciones fuertes y débiles, es decir,

» argminy (—f) = argmaxy f; y

n T es mazimo local de f en X si y solo si T es minimo local de —f en X.

Demostracion. Mostraremos solamente que argminy (—f) = argmaxy f. Para esto, escribimos:
¥ € argminy (—f) < Ve e X, —f(z") < —f(2)
— Ve e X, f(z¥) > f(x)
< 2" € argmaxy f.
En el desarrollo anterior, la primera y la tercera equivalencia son las definiciones de solucién para el

problema de minimizacién de — f y de maximizacion de f, respectivamente. La segunda equivalencia
es directa del hecho que —f(z*) < —f(x) si y sblo si f(z*) > f(x).

La demostracién de la segunda afirmacién sobre éptimos locales es andloga, reemplazando X por
X N B(z,d) y razonando por doble implicancia. O



Escuela de Ingenieria Universidad de O’Higgins

El Teorema 1.3 nos dice que basta desarrollar la teoria que necesitamos para problemas de minimi-
zacion solamente, pues siempre podemos transformar los problemas de maximizacién reemplazando
la funcién objetivo f por —f. Recordemos que estamos interesados en encontrar soluciones en el
sentido de la Definicién 1.1, y por lo tanto podemos manipular los datos de los problemas, siempre y
cuando preservemos el conjunto de soluciones. Asi, en este apunte sélo trabajaremos con problemas
de minimizacién.

1.3 Algunos ejemplos de Optimizacion No-Lineal

1.3.1. Modelo Uninodal de mercado eléctrico

En Chile, asi como en muchas partes del mundo, el sistema de energia eléctrica es un mercado
privado, donde varios productores participan en lo que se conoce como Mercado SPOT. En este,
los productores declaran su capacidad y costos de produccién a un Operador central (Conocido
como Operador Independiente de Sistema), que debe asignar las producciones de cada productor
satisfaciendo la demanda energética D a menor costo posible. Supongamos que en el mercado SPOT
tenemos N productores P, ..., P,, y que cada productor P; tiene una funcién de costos dada por

ci(qi) = a;qi + bigqy,

donde ay, b; son constantes, y ¢; representa la potencia eléctrica (medida en MWh) que debe pro-
ducir el productor P;. Claramente, ¢; debe ser no-negativa, pero ademds, el productor P; tiene
una capacidad méxima de produccién, que denotaremos por ;. Con esta informacion, el Operador
Central debe resolver el problema de optimizacién

. N 2
qrgulgzlv D ois1 @i + big;

N (1.9)
sa. Y., ,¢=D,
0<gqg; <Qj, Vie{l,...,N}.

Este problema se conoce como modelo uninodal, pues no considera la transmisién de corriente
eléctrica a través de las lineas de transmision, y es el modelo mas simple que existe para el problema
del operador central. Como vemos, la funcién objetivo de este problema es no-lineal.

1.3.2.  Ajuste no-lineal de pardmetros (Data-Fitting)

En muchos problemas de estadistica (incluido el Aprendizaje de Mdquinas), queremos ajustar un
modelo predictivo a partir de datos medidos. Este modelo predictivo muchas veces esta dado por
una funcién parametrizada

F:RP x R* - R™
0,2) = F(0,z) =y,
donde x € R" es la entrada, y € R™ es la salida, y 6 € RP es el vector de pardmetros que queremos
ajustar.

Los datos estdan dados por un conjunto de pares ordenados {(zx,yx) : k=1,...,N} C R® x R™,
dadas por mediciones empiricas: Para cada muestra z; € R™, se midi6 la salida y; € R™, pero sin
conocer la funcién F(0, ).
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El modelo mas sencillo para ajuste de parametros se conoce como método de minimos cuadrados.
Aqui, lo que queremos es encontrar el vector de pardmetros #* que minimiza el error cuadratico
medio del modelo predictivo con respecto a los datos empiricos. Es decir, queremos resolver
N
y 2
min S [[F(0, 2) -y (1.10)

OcRP
k=1

La Figura 1.2 muestra el ajuste de parametros para la funcién F : R* x R — R dada por
F(0,2) = 01 exp(—bax) + 05 exp(—0s2),

con los datos empiricos de la Tabla 1.1.

X y st
0.0000 | 5.8955
0.1000 | 3.5639 I
0.2000 | 2.5173 17
0.3000 | 1.9790 :
0.4000 | 1.8990 e
0.5000 | 1.3938 o
0.6000 | 1.1359 ‘ LT
0.7000 | 1.0096 ‘ °7 feoo

0.8000 | 1.0343
0.9000 | 0.8435
1.0000 | 0.6856
1.1000 | 0.6100
1.2000 | 0.5392
1.3000 | 0.3946
1.4000 | 0.3903
1.5000 | 0.5474
1.6000 | 0.3459
1.7000 | 0.1370
1.8000 | 0.2211
1.9000 | 0.1704
2.0000 | 0.2636

(a) Datos Emiricos

Tabla 1.1: Datos para ajuste por mini-
mos cuadrados (b) Curva Ajustada

Figura 1.2: Ajuste de Datos por minimos cuadrados

1.4 Preliminares de topologia general

Esta seccién estd dedicada a repasar algunos conceptos fundamentales que ocuparemos en el desarro-
llo del curso. La mayorfa de ellos forman parte del programa del curso Cdlculo Avanzado (ING2001),
o bien del programa del curso Andlisis para Ciencia de Datos (MMD2002).

Antes de empezar, es bueno recordar algunas notaciones:

9
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1. Para un punto x € R", escribimos ||z|| para denotar su norma euclidiana, es decir
b) b) b

2. La bola abierta y la bola cerrada centrada en x € R™ y de radio p > 0 estan dadas, respecti-
vamente, por

B(z,p) ={y € R" : |ly — | < p},
B(z,p) ={y eR" : |ly —z| < p}.

3. Denotamos por B la bola unitaria cerrada, es decir, B = B(0, 1). Similarmente, denotamos por
S a la esfera unitaria, que es el conjunto dado por

S={zeR" : |z =1} = B(0,1)\ B(0,1).

4. Para un conjunto A C R"™, denotamos su interior, adherencia y frontera por int(A4), Ay Fr(A),
respectivamente.

Definicién 1.4 (Sucesiones). Una sucesion en R™ es una funcion x : N — R", donde a cada
natural k € N se asigna un punto x, = x(k) en el espacio. En lo que sigue, denotaremos la sucesion
z: N —= R"™ como (zk)ken, (Tk)r 0 simplemente (xy).

Dado que el conjunto N de los nimeros naturales estd naturalmente ordenado, la notacién (xg)xen
nos dice que podemos interpretar la sucesiéon como una secuencia de puntos, dada por x1, 2, T3, . . ..

Cabe destacar que la notacion xj, puede ser ambigua: No es claro si nos referimos al k-ésimo elemento
de una sucesién, o bien a la k-ésima coordenada de un vector en R™. Usualmente es claro por contexto
a lo que nos estamos refiriendo cuando escribimos x, pero vale la pena estar atento. En caso que
x}, sea un elemento de una sucesién, escribiremos xj ; para denotar la i-ésima coordenada de x, es
decir,

Tk,1

Lk,2

T = . € R™.
Tk,n
Las sucesiones estan intrinsecamente relacionadas con la topologia de R™ y seran la base sobre la

cual construiremos algoritmos para aproximar soluciones de problemas de optimizacion.

Definicién 1.5 (Convergencia). Decimos que una sucesion (xg)reny C R™ converge a un punto
T € N si se cumple que
Ve > 0,3kg € N,Vk > ko, ||lzx — Z|| < e. (1.11)

. _ .. . k—oo  _ . _ ;
En tal caso, decimos que T es el limite de (xg)ren, y escribimos xy —— T o bien T = limy_s o0 T -

Cuando z; — T, significa que para un error € > 0 arbitrario, siempre existe un elemento kg € N tal
que la cola de la sucesién (xy)r>k, estd a distancia a lo méas ¢ del limite. La figura 1.3 ilustra esta
idea para una sucesién en R?: Para el error ¢, la sucesién en algiin momento (es decir, a partir de
ko) queda contenida en la bola de centro Z y radio e.

Proposicién 1.6. Sea (z)ren una sucesion en R™ y sea T € R™. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

10
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R?
Yl \
/ \
Tg | . !
X \ =
.5 .x’? \ Zz,
° \’.‘\_’//
n . .
T4 ’ T
b °
T3 To

Figura 1.3: Sucesién convergente en R?

(ii) Para todo € > 0, existe kg € N tal que (xx)r>k, C B(Z,¢).
(i) ||zk — Z|| — 0.

() Para todo indice i € {1,...,n}, la sucesion (xx,;)ken C R converge a Z;.

Demostracion. La equivalencia (i) < (1) < (i4i) es directa. Mostraremos que estas afirmaciones son
equivalentes a (iv) por doble implicancia:

» (4i1) =(iv): Fijemos i € {1,...,n} y sea € > 0. Se tiene que

0 < |ap: — & < |low — 2| 2222 0.

En vista del teorema del Sandwich, se concluye que |z ; — Z;| koo, 0, lo que equivale a que

k _ . . . .
Thyi 27 7,. Como esto se tiene para cualquier coordenada i € {1,...,n}, se concluye (iv).
» (iv) =(i): Sea € > 0. Para cada i € {1,...,n}, tenemos que z; ; — &;. Por lo tanto, en vista

de (1.11), existe k; € N tal que

€
n
Sea ko = méx{k; : i =1,...,n}. Tenemos entonces que
5
Vk > ko, e = max{|zg,; — & : i=1,...,n} < ﬁ

Luego, para todo k > kg, podemos escribir

n n c 2
|z — Z|| = E |k, — |2 < g r2 < n( ) =e.
i=1 C = v

. . . k— _

Como ¢ es arbitrario, (1.11) se verifica, lo que demuestra que x Ry
Hemog demostrado que (i) < (ii) < (iii) =(iv) = (i), lo que concluye la demostracién. O
Muchas veces, las sucesiones no poseen limite, es decir, divergen. Sin embargo, esta divergencia puede
ocurrir pues las sucesiones estan oscilando entre varios puntos candidatos a limites. Un ejemplo tipico

de esta situacién es la sucesién (x,) en R dada por x3, = (—1)*. Para capturar este caso, se introduce
la nocién de punto de acumulacion.

11
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Definicién 1.7 (Punto de acumulacién). Sea (z1)ken una sucesion en R™ y & € R™. Decimos que
Z es punto de acumulacion de (xy)pen St

Ve > 0,Vko € N, 3k > ko, ||z — 2| < . (1.12)

Denotamos el conjunto de todos los puntos de acumulacion de (zy)ren como acc(zy @ k € N), o
stmplemente como acc(zxy).

La idea de un punto de acumulacién es que para un error € > 0 arbitrario, y para cualquier indice
ko € N, hay un punto de la sucesién z; mds adelante (es decir, k > ko) que estd a distancia a lo
més ¢ del punto T.

Sea T € acc(zy). Si nos quedamos solo con los elementos que se van acercando a Z, tendriamos una
sucesion que de hecho converge a Z. Esta idea de seleccionar algunos elementos de una sucesién para
construir otra se formaliza con el concepto de subsucesiones.

Definicién 1.8 (Subsucesiones). Sea (zx)ren una sucesion en R™. Una sucesion (y;)jen se dice
subsucesion de (xy)ren st existe una funcion estrictamente creciente ¢ : N — N tal que

Yi =Te(j), VI EN.
Dicho de otro modo, la sucesion y : N — R"™ estd dada por y = x o .

Muchas veces, en vez de escribir (y;);en, escribimos directamente (z,(;))jen para denotar la subsu-
cesién de () dada por la funcién . También escribimos (2, ) jen en vez de (2(;))jen, entendiendo
que k; = ¢(j). Esta dltima notacién es 1til para explicitar que la subsucesién estd dada por una

. . P . . ko -
subsecuencia creciente de indices {k; : j € N}. Cabe destacar que si x; — Z, entonces toda

. s J. -
subscuesién (zy,) de (73) es convergente con xy, ~ 7.

Proposicién 1.9. Sea (z)ren una sucesion en R™ y & € R™. Se tiene que
_ . ., j—oo  _
T € acc(wy,) <= Ewriste una subsucesion (xy,); de (xr)y tal que xp;, —— T.

Demostracion. Mostraremos el resultado por doble implicancia:

= = Construiremos inductivamente una subsucesion (zy;); converegente a Z. Para el caso base,
tomemos j = 1. Como T € acc(xy), sabemos que

Jk1 > 1 tal que ||z, — Z|| < 1.

Para el paso inductivo, asumamos que hemos construido la coleccion {wg,,...,zx;} tal que
k1 < kg < ... < kjy que verifica que

log, — 2 <=, Vte{l,...,j}

~+ | =

Tomando kg =1+ k; ye = podemos aplicar (1.12) y concluir que

1

Jj+1

i1 > Ky, | P < —
; ek, — @ .
Jj+1 R k 7j+1

1
Hemos construido inductivamente una sucesién (xy,); tal que ||z, — | < %, para todo j € N.
Como ademds el mapeo ¢ : j — k; es estrictamente creciente, concluimos que de hecho (z; );
es subsucesién de (zy)x. Finalmente, tenemos que

1 j—o0

0< flag, — 2] < = 270,
J

que, por Teorema del Sandwich, implica que |[lzx; — Z|| — 0. Aplicando la Proposicién 1.6,
concluimos que zy; — Z.

12
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= <=: Supongamos que existe una subsucesién (zy;); convergiendo a z. Sean € > 0y kg € N
fijos.

Por un lado, como x3, — Z, existe j; € N tal que ||z, — Z|| < ¢, para todo j > j;. Por el otro,
como el mapeo j — k; es estrictamente creciente, existe j» € N tal que k;, > k9. Tomando
jo = méx{j1, j2}, tenemos que

Como € y ko son arbitrarios, concluimos que (1.12) se verifica, demostrando que Z € acc(xy)
y finalizando la demostracién.

O

Para cerrar este repaso, recordaremos lo que son los conjuntos compactos, algunas de sus caracteri-
zaciones, y enunciaremos el teorema fundamental de la optimizacién: Los problemas de optimizacién
con funcién objetivo continua y conjunto factible compacto siempre tienen solucién.

Recordemos que un conjunto K C R™ se dice acotado si existe M > 0 tal que K C B(0,M) o,
equivalentemente, si

Vo € K, ||z < M.

Definicién 1.10. Un conjunto K C R™ se dice compacto si es no-vacio, cerrado y acotado.

Vamos a ver que, asi como los conjuntos cerrados se pueden caracterizar por sucesiones, los conjuntos
compactos estan relacionados con subsucesiones. Esta caracterizacién se conoce como el Teorema
de Bolzano-Weierstrass. Para probarlo, necesitaremos el siguiente lema, que es la versiéon de una
variable del teorema que queremos probar. Este lema fue demostrado en primera instancia por
Bolzano en 1817 como parte de la demostracién del teorema de valor intermedio.

Lema 1.11 (Bolzano). Sea K C R un conjunto acotado. Entonces toda sucesion en K admite una
subsucesion convergente.

Demostracidn. Como K es acotado, existe un intervalo [ag, ;1] tal que K C [a1,b1]. Ahora, cons-
truiremos la subsucesién (z,);jen convergente.
» Para j = 1, tomamos I1 = [a1,b1] y elegimos k; = 1, sabiendo que zy, € I;.

s Para j = 2, dividimos el intervalo I; = [a1,b;1] en dos intervalos, dados por [al, ‘“;bl] y

[%, bl} . Definimos I> como uno de los intervalos que contenga infinitos puntos de la sucesién
(zx) (al menos uno de los dos hace esto). Tomamos ko > kq tal que z, € Is.

= Para el caso general j € N, asumamos que ya hemos construido {z,,...,2x,_,} y los subin-
tervalos Ip,...,I;—1. Nuevamente dividimos el intervalo I;_; en dos intervalos a través de
su punto medio. Definimos I; como uno de los intervalos que contenga infinitos puntos de la
sucesién (x), lo cual se puede hacer pues I;_; contenia infinitos puntos.

Hemos construido asi una secuencia de intervalos (I; : j € N) y una subsucesién (2, );en con las
siguientes propiedades:

1. Para todo j € N, I;;; C I; y diam([;41) = 2diam(I;).
2. Para todo j € N, y; € I;.

Consideremos ahora las sucesiones (a;);en, (bj)jen C R dadas por a;j = min{t : t € I;} y b; =
méx{t : ¢t € I;}. La inclusién I;y; C I; para todo j € N nos dice que (a;) es una sucesién
creciente y que (b;) es una sucesién decreciente. Como ambas sucesiones son acotadas, tenemos que

13
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son convergentes, con

a= h§n aj = sup a, y bj = hjm b; = u;f bj.
J

Ma34s atn, se tiene que

di I
la —b| = h’jm la; —b;| = h}ndiam(lj) = lim diam(h) =0.

i 211
Por lo tanto, a = b. Finalmente, como xx, € I;, tenemos que a; < g, < b; para todo j € N. Por
Teorema del Sdndwich, concluimos que xx; — a, lo que concluye la demostracién. O

Teorema 1.12 (Bolzano-Weierstrass). Sea K C R™ un conjunto no-vacio. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(i) K es compacto.

(ii) Toda sucesion (xy)ren contenida en K admite una subsucesion (xy;)jen convergente con limite
en K.

Demostracion. Demostraremos el teorema por doble implicancia.

» (i) =(4i): Demostraremos el resultado por induccién en la dimensién del espacio R™. El caso
base estd dado por el Lema 1.11. Ahora, para el caso general, tomemos K C R"™ compacto y
una sucesion (xy)reny C K. Para cada xy, podemos escribir zp = (yx, 2x) € R"~! x R, donde
Y = (Tk1,. ., Thn-1), ¥ Zk = Tkp. Por induccién, podemos asumir que (yYx)ren admite una
subsucesién convergente, pues es facil ver que

(yk)kEN - {y ceRr=1l . F2 € R? (yvz) € K}a

y este conjunto es compacto pues K lo es. Sea ¢ : N — N la funcién estrictamente creciente
tal que (¥, (;))jen es convergente. Consideremos la sucesion (a;)jen C R dada por a; = z,, ().
Aplicando el Lema 1.11 nuevamente, sabemos que (a;) admite una subsucesién convergente.
Sea @7 : N — N la funcién estrictamente creciente tal que (a,,(;)) es convergente. Definamos
¢ : N = N como ¢; o ¢s. Tenemos que p también es estrictamente creciente y por lo tanto

® (Yo(j) = (Ypi00.(j)) €5 una subsucesiéon de (y,,(;)), ¥ por lo tanto es convergente con
M gy = 1m; ye, (5)-
® (24(j)) = (ag,(5)), que por construccién es convergente.

Luego, aplicando la Proposicion 1.6, tenemos que lim; ;) existe y estd dado por

7 =lma, ) = (my,), limz,;)) € K,
donde la inclusién & € K sigue del hecho que K es cerrado. Esto concluye la demostracion de
v (i1) =(i) : Sea K un conjunto no-vacio que verifica (i¢). Veamos primero que K es cerrado.
Para esto, sea (zj)r C K una sucesién convergente con limite limy 2 = Z. Por hipétesis,

sabemos que (7}) admite una subsucesién (zy;); convergente con lim; zy, € K. Sin embargo,
como (zg;) es subsucesién de una sucesién convergente, necesariamente tenemos que

T = h’mxkj eK.
J

Como (x)i es arbitraria, hemos demostrado que toda sucesiéon convergente en K tiene su
limite en K, lo que demuestra que K es cerrado.

14
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Ahora, nos resta ver que K es acotado. Razonando por contradiccién, asumamos que K no
es acotado. Esto implica que para cada k € N, existe un punto z; € K con |zg| > k.
Consideremos la sucesién (z)ren dada por la construccién anterior. Por hipétesis, tenemos
que (z)r admite una subsucesién (zy,); convergente. Sea T = lim; xy,. Entonces, como la
funcién || - || es continua, tenemos que

|Z] = lijmllxij > lim kj = +oo.

lo cual es una contradiccién. Concluimos que K tiene que ser acotado y, como ya vimos que
también es cerrado, entonces K tiene que ser compacto. Esto concluye la demostracién.

O

Terminaremos esta seccidon con lo que podriamos denominar el teorema fundamental de la opti-
mizacioén, que nos da condiciones suficientes para asegurar que un problema de optimizacién tiene
solucién. Este teorema también se conoce como Teorema de Weierstrass, o Teorema de valores
extremos.

Teorema 1.13 (Teorema fundamental de la optimizacién). Sea f : R™ — R wuna funcidn continua
y K C R™ un conjunto compacto. Se tiene que f alcanza su mdximo y su minimo en K, es decir,

Jz e K, f(i"):m]gnf Yy Jz e K, f(Z):mI?'Xf.

Demostracion. Vamos a demostrar solamente que f alcanza su minimo en K, pues el otro caso se
obtiene directamente reemplazando f por —f. Sea o = inf{f(z) : = € K}. Notemos que, como K
es no-vacio, a < +00. Por definicién de infimo, para todo k € N podemos encontrar x) € K tal que

flzy) <
fzr) <

Tk o+ % sia > —o0

T —k si o = —o0.

Consideremos la sucesién (zr)reny dada por la construccién anterior. Como K es compacto, (x)
admite una subsucesion (v, )jen convergente. Sea T = lim;xy;, que pertenece a K pues K es
cerrado.

. j— _ . 1.
Como f es continua, tenemos que f(xy;) 22, £(z). Por lo tanto, si & = —oo podemos escribir

—o0 < f(Z) = lim f(x;) < lim —k; = —o0.
J j

Esto nos dirfa que f(Z) = —o0, lo cual es una contradiccién pues f toma valores en R. Concluimos
entonces que o > —oo. Por lo tanto, podemos escribir,

a < f(z) = lm f(zg,;) < lim(a + i) =a.
J J k;

Se tiene entonces que f(Z) = «, lo que concluye la demostracién. O

1.5 ' Algoritmos de optimizacion

El Teorema 1.13 nos entrega un marco tedrico para trabajar el problema de optimizacién genérico
(1.1): Necesitamos que la funcién objetivo f : R” — R sea al menos continua y que el conjunto
factible X sea al menos compacto. Con estos dos ingredientes podemos asegurar existen soluciones,
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en el sentido de la Definicién 1.1. Sin embargo, el Teorema 1.13 no es constructivo, y por lo tanto
no nos dice cémo encontrar dicha solucién.

Para buscar soluciones de un problema de optimizacién, necesitamos desarrollar algoritmos. En
optimizacién no-lineal, consideraremos lo que se conoce como algoritmos iterativos.

Definicién 1.14 (Algoritmo Iterativo). Un algoritmo iterativo es una serie de instrucciones que, a
partir de un punto inicial xg € R™, nos permite generar una sucesion de puntos (zx)ren C R™ con
las siguientes propiedades:

» Para todo k € N, xj, se construye a partir de los puntos {xo,Z1,...,Tp—-1}.
» La sucesion (zy)ken es convergente.

En algoritmos iterativos, llamaremos al punto xy, el k-ésimo iterando, pues se construye en la k-
ésima iteracion.

Idealmente, cuando un algoritmo iterativo esta bien adaptado a un problema de optimizacién, el
limite T = lfmy, x} es una solucién (global, o al menos local). Esto depende fuertemente de los datos

del problema (la funcién objetivo f y el conjunto factible X), por lo que existen diversos algoritmos
para diferentes problemas.

Dado que la sucesién de iterandos (z;) producida por un algoritmo iterativo es, en general, infinita,
estos son incapaces de entregar el limite  final. Para hacerlo, un computador tendria que realizar
infinitas iteraciones, lo cual no es posible. Por lo tanto, los algoritmos iterativos estan acoplados con
un criterio de parada, que es un conjunto de condiciones légicas (verdadero-falso) sobre el iterando
xk. Cuando las condiciones del criterio de parada se cumplen en un iterando xg, el algoritmo asume
que este punto aproxima “lo suficientemente bien” al limite Z, y se detiene entregando xj como
solucién aproximada. Normalmente un criterio de parada incluye las siguientes condiciones:

= El punto zj se parece al punto xi_1 (la k-ésima iteracién produjo poca variacién del iterando).

v El valor f(xy) se parece al valor f(zg—1) (la k-ésima iteracién produjo poca mejora de la
funcién objetivo).

= El punto zj estd lo suficientemente cerca del conjunto factible X.

El Algoritmo 1.1 muestra la estructura general de un algoritmo iterativo con criterio de parada.

Algoritmo 1.1: Esquema General de Algoritmos Iterativos

Entrada: Funcién objetivo f; Conjunto factible X; punto inicial g € R™.
Fijar k = 0;
while CriterioParada(xy) == FALSE do
- Construir x4 a partir de {zo, 21,..., 2k}
- Actualizar k = k + 1.
end
Salida: z = z;..

b = IS BNV VI

Qué tan bueno es un algoritmo de optimizacion se mide utilizando los siguientes criterios:

1. Robustez: Un buen algoritmo deberia funcionar para varios problemas de optimizacién. La
robustez se evalia identificando las hipdtesis sobre los datos del problema (f, X y z() para
los cuales el algoritmo produce una buena aproximacién de una solucién (fuerte o débil).

2. Precisién: Un buen algoritmo deberia ser estable, en el sentido que entrega buenas aproxi-
maciones de solucién, sin ser demasiado sensible a variaciones en los datos del problema (f,
X y z0) o errores computacionales asociados a su ejecucién computacional.

3. Eficiencia: Un buen algoritmo deberia ser eficiente, en el sentido que el tiempo de cémputo
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y el espacio de memoria computacional no debieran ser muy grandes.

Para estudiar la eficiencia de un algoritmo, nos concentraremos en el “tiempo de cémputo” que
necesita, dependiendo de los datos del problema f, X y xg. Como el tiempo depende del computador
en donde el algoritmo se ejecuta, consideraremos una mediciéon “normalizada”: contaremos el niimero
de iteraciones que necesita un algoritmo para satisfacer los criterios de parada.

Definicién 1.15. (Radio de convergencia) Sea (zr)ren una sucesion en R™ convergente a un punto
z € R™. Definimos el radio de convergencia de orden p de (zx)ren como la sucesion

O LTt
M g — ZP

Diremos que la sucesion (xy)xen converge con
1. radio de convergencia lineal, si existe una constante 8 € (0,1) tal que

r < B, para k lo suficientemente grande.

2. radio de convergencia superlineal, si

3. radio de convergencia de orden p, con p > 1, si existe M > 0 tal que

Ty <M, para k lo suficientemente grande.

La complejidad (tiempo de cémputo) de un algoritmo se mide calculando los siguientes indicadores:

= El nimero de iteraciones necesarias de tal manera que se cumpla el criterio de parada. Este
nimero se estima usando los radios de convergencia de la sucesién de iterandos (zy) y de la
sucesién de valores (vg), donde v = f(z).

= El tiempo necesario para computar el iterando xj, en la iteracién k. Esto depende normalmente
del tamano del problema (ndmero de variables y nimero de restricciones).

En este curso, nos concentraremos sélo en el primer criterio, es decir, en el nimero de iteraciones
que necesitamos para cumplir el criterio de parada.

1.6 Ejercicios Capitulo 1

P1. Para una funciéon f: R™ — Ry a € R definimos el subnivel de f de valor a como el conjunto
[f <al:={zeR" : f(z) <a}.
Muestre que si f es continua, entonces para todo a > {nfgn f se tiene que [f < «] es cerrado.
P2. Una funcién f: R™ — R se dice inf-compacta si existe « > infgn f tal que el subnivel [f < ¢
es un conjunto compacto. Muestre que si una funcién f : R™ — R es continua e inf-compacta,
entonces alcanza su minimo en R™.
P3. Una funcién f: R™ — R se dice coercitiva si

f(z) = +oo.

im
llzll—+oc
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Muestre que si una funcién f es coercitiva y continua, entonces alcanza su minimo en R™.
Hint: Recuerde que

. _ V(xy) sucesion en R™ tal que ||zg| — 400,
||;,;||h_I>I}roo f(@) = oo se tiene que f(xy) — +oo.

Utilice la caracterizacién anterior para mostrar que cualquier subnivel [f < «] debe ser un
conjunto acotado.

P4. Sea K C R™ un conjunto no-vacio, f : K — Ry z € K. Muestre que si toda sucesién (z3) C K

convergente a r admite una subsucesién (zy;) tal que f(xy,) 2y f(z), entonces f es continua
en x.
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CAPITULO 2

Elementos de Analisis Convexo

2.1 Conjuntos convexos y funciones convexas

Dentro del andlisis no-lineal, la convexidad es una de las propiedades geométricas mas deseables
al momento de resolver un problema de optimizacién. A lo largo del curso, haremos siempre la
diferencia entre problemas convexos y problemas no-convexos.

Definicién 2.1 (Convexidad). Un conjunto C' C R™ se dice convexo si para todo z,y € C' y para

todo t € [0,1], se tiene que
tr+ (1 —t)y e C. (2.1)

Si C' es un conjunto convexo, una funcion f: C' — R se dice convexa si para todo x,y € C' y para
todo t € [0,1],
flte+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y) (2.2)

La definiciéon anterior nos dice que un conjunto C' es convexo si, para cualquier par de puntos

z,y € C, el segmento
[z,y] ={tz+ (1 —t)y : t€[0,1]}

estd contenido en C. La Figura 2.1 ilustra la idea anterior.

(a) Conjunto convexo (b) Conjunto no-convexo

Figura 2.1: (a) Conjunto convexo: El segmento [z, y] queda contenido en el conjunto. (b) Conjunto
no-convexo: El segmento [z, y] se sale del conjunto.

Ejemplo 2.2 Los siguientes conjuntos son convexos:

1. Toda bola abierta B(x, p) o cerrada B(x, p).
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2. El conjunto vacio ) C R™ y el espacio completo R” son convexos.
3. Todo conjunto dado por restricciones lineales, es decir, de la forma P = {x € R™ : Az < b}.
4. Todo subespacio vectorial H de R™.
Las siguientes funciones son convexas:
1. Toda funcién lineal ¢ : R™ — R es convexa.
2. La norma euclidiana || - || : R™ — R es convexa.

3. La l-norma y la co-norma dadas por

n
lzlly = Jail
i=1

|2]loo = max{|z;| : i=1,...,n}
son funciones convexas.

4. La funcién f : (0,400) — R dada por f(z) = 1 es convexa. La funcién exponencial exp : R —
R es convexa.

La convexidad de una funcién también tiene una interpretaciéon geométrica: El conjunto dado por
“lo que estd sobre el grafo de la funcién” debe ser convexo. La Proposicién 2.3 formaliza esta idea
usando el concepto del epigrafo de f. la Figura 2.2 ilustra la convexidad de funciones.

Proposicién 2.3. Sea C C R™ un conjunto convexo. Una funcion f : C — R es convexra si y
solamente si su epigrafo, dado por el conjunto

epif :={(z,7) eR" xR : 2z €, f(z) <r}, (2.3)

‘ es un conjunto convero en R"H1.

Demostracion. Haremos la demostracién por doble implicancia:

s =: Sean (x1,71), (x2,72) € epif y sea t € [0,1]. Queremos demostrar que
(e, re) = t(z1,m1) + (1= 1) (z2,72)

también estd en epif. Usando la definicién de epigrafo, tenemos que r1 > f(z1) y que ro >
f(z2). Por lo tanto, notando que tz + (1 — t)y € C, podemos escribir

re=tri+ (1 —t)ry 2 tf (1) + (1 = 1) f(x2) = f(ter + (1 — )a2) = f(ae),

donde la segunda desigualdad se obtiene del hecho que f es convexa. Concluimos entonces que
(@, 1) € epif. Como (x1,71), (x2,72) ¥y ¢ € [0, 1] son arbitrarios, concluimos que epif es un
conjunto convexo.

» &: Sean z,y € C y t € [0,1]. Queremos demostrar que f(tx 4+ (1 — t)y) es menor o igual a
tf(xz)+ (1 —1t)f(y). Para esto, notemos que (z, f(x)) e (y, f(y)) ambos pertenecen al epigrafo
de f. Como epif es convexo, tenemos que

(@4, 7¢) = t(z, f(2)) + (1 =)y, f(y)) € epif.

Por lo tanto, podemos escribir

[tz + (1 =t)y) = f(z) <re =tf(2) + (1= 1)f(y).

Como z,y y t son arbitrarios, concluimos que f es convexa.
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R epif

f(x)
' f(y)

|

|

|

|

: R™
x y

Figura 2.2: Funcién convexa. El segmento rojo corresponde a [(x, f()), (y, f(y))] en R**1 o equi-
valentemente, al grafo de la funcién ¢ € [0,1] — tf(z) + (1 —t)f(y). El segmento estd por sobre el
grafo de la funciéon f. La zona punteada corresponde al epigrafo de f.

O

Para construir conjuntos convexos (y funciones convexas) necesitamos entender primero qué tipo de
operaciones preservan la convexidad. La siguiente proposicién resume algunas de estas operaciones.

Proposicion 2.4. Las siguientes operaciones de conjuntos preservan convezidad:
1. Si{C; : i €I} es una familia cualquiera de conjuntos convezos en R™, entonces
c-Ne.
iel
también es convexo en R™.

2. 81 C C R™ es un conjunto convexo y T : R® — R™ es una transformacion lineal, entonces
T(C) es un conjunto convexo en R™.

3. Si A, B son dos conjuntos convexos en R™, entonces la suma de Minkowski
A+B={a+b : a€ A bec B}
es un conjunto convexo en R™.

4. 8 f : R" = R es una funcion convera y C C R™ es un conjunto convexo, entonces los
conjuntos

Cnif<al={zeC : f(z)<a}
Cnif<al={zeC : f(z)<a}
son conjuntos convezos en R™, para todo o € R.

5. Si€:R” = R es una funcion lineal y C C R™ es un conjunto convezo, entonces
CNit=al={xeC : Lz)=a}

es/un conjunto convexo en R™, para todo a € R.

Demostracion. Demostraremos cada afirmacién por separado.

1. Sean 2,y € C =(,.;C; y sea t € [0,1]. Como x,y € C, entonces tenemos que

iel
z,y € C;, paratodoi e I.

Sea ¢ € I. Como C; es convexo, tenemos que tx + (1 —t)y € C;. Como esto es cierto para todo

i € I, concluimos que tx + (1 —t)y € (;c; Ci = C, lo que demuestra que C' es convexo.
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2. Sean z,y € T(C) y t € [0,1]. Como T(C) es la imagen de C a través de T, sabemos que
existen a,b € C tal que T'(a) =z y T(b) = y. Luego, como T es lineal, podemos escribir

to+ (1 — t)y = tT(a) + (1 — )T(b) = T(ta + (1 — t)b).
Finalmente, como C' es convexo, tenemos que ta+(1—t)b € C'y por lo tanto tz+(1—t)y € T(C).
Esto demuestra que T(C) es convexo.
3. Sean z,y € A+ Byt € [0,1]. Por la definicién de A + B, sabemos que existen aj,as € Ay
b1,bo € B tal que x = a1 + b1 y y = as + by. Luego, podemos escribir

tr 4+ (1 — t)y = t(a1 + bl) + (1 — t)(ag + bg)
= tCLl + (1 — t)CLQ +tb1 + (]. — t)bg .

=a =b

Como A y B son conjuntos convexos, tenemos que a € A y b € B, por lo tanto
te+(1—t)y=a+be A+ B,

lo que demuestra que A + B es convexo.

4. Sea a € R. Si ON[f < @] es vacio, entonces es un conjunto convexo trivialmente. Por lo tanto,
sin perder generalidad, asumamos que CN[f < @] es no-vacio. Sean entonces z,y € CN[f < q]
y t € [0,1]. Como C' es convexo, tenemos que tz + (1 — t)y € C. Por otro lado, como f es
convexa, tenemos que

flz+ (1 =t)y) <tf(z)+ (1 -f(y) <ta+ (1 -ta=a,

donde la segunda desigualdad sigue del hecho que z,y € [f < «]. Concluimos entonces que
fltx+(1—t)y) < ay por lo tanto tz+(1—1t)y € [f < a]. Concluimos que tz+(1—t)y € CN[f <
al, 1o que demuestra la convexidad de este conjunto. La demostracién de que C' N [f < «] es
convexo es analoga.

5. Sean z,y € CN¢{ =a]yte]0,1]. Como C es convexo, tenemos que tx + (1 —t)y € C. Por lo
tanto, para demostrar que C' N [¢ = a] es convexo, basta ver que tx + (1 —t)y € [¢ = a]. Sin
embargo, esto es directo pues, usando la linealidad de £, podemos escribir

z+(1—t)y) =tb(x)+ (1 —t)l(y) =ta+ (1 —t)a=a.

Esto concluye la demostracion.

O

Vale la pena destacar que, mezclando los incisos 1., 4. y 5. de la Proposicién 2.4, podemos decir que
los conjuntos de la forma

_ n . hi(lx)=0,Viel
X—{xeR : gj(ac)§07,Vj€J}
son convexos cuando las funciones {g; : j € J} son convexas y las funciones {h; : ¢ € I} son

lineales.

Asi como hay operaciones que preservan convexidad de conjuntos, también existen operaciones
que preservan la convexidad de funciones. La siguiente proposicion nos muestra algunas de esas
operaciones.

Proposicion 2.5. Las siguientes funciones son convexas:
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1. ST :R™ = R™ es una transformacion lineal y g : R™ — R es una funcion convexa, entonces
f:R™ > R dada por f = goT es una funcion convexa.

2. Sea C C R™ convexo. Si {f; : C = R | i=1,...,k} es una familia de funciones convezas,
entonces el maximo puntual dado por

max f; : C = R
- méx{fi(x) : i=1,...,k}
es una funcion convexa.

3. Sea C C R™ convexo. Si{f;: C - R |i=1,...,k} esuna familia finita de funciones convezas
y {A1,..., A} C Ry es una coleccion de escalares no-negativos, entonces

k
F=> \fi
=1

es una funcidén convexa.
4. Sean C C R™ y Z C R™ dos conjuntos convezos, y sea F : R" x R™ — R es una funcion
conveza tal que para todo x € C se tiene que infz F(x,z) > —oo. Entonces la funcién marginal
f:R*=>R

x+— nf F(z,z)
z€Z

€s convexa.

Demostracion. Vamos a demostrar cada caso por separado.

1. Sean z,y € R™ y t € [0, 1]. Ocupando la linealidad de T y la convexidad de g, podemos escribir

fltz+ (1 —t)y) =g(T(tz + (1 —t)y)
=g(tT(z) + (1 =1)T(y))
<tg(T(z)) + (1 —t)g(T(y)) =tf(x) + (1 —t)f(y).

Como z,y € R™ y t € [0, 1] son aribitrarios, se concluye que f = go T es convexa.

2. Denotemos f = max f;. Mostraremos, en vista de la Proposicion 2.3, que epif es convexo.
Para esto, podemos ver que

(x,r) eepif oz e C, yr> f(z)
sreC, yVie{l,...,k}, r> fi(x)
<Vie{l,... k}, (x,r) € epif;

k
&(z,r) € ﬂ epif;.
i=1

La serie de equivalencias anterior nos permite concluir que epif = (,_; epif;. Como las fun-
ciones {f; | ¢ = 1,...,k} son convexas, entonces sus epigrafos son conjuntos convexos. Asi,
aplicando la Proposicién 2.4, tenemos que epif es convexo al ser interseccion de conjuntos
convexos. Concluimos entonces que f es convexa.
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3. Sean x,y € C 'y t € [0,1]. Usando que las funciones {f; | ¢ = 1,...,k} son convexas y que
{\i : i=1,...,k} son no-negativos, tenemos que

K
fltr+ 1 —tyy) =D Nfilte+ (1 —t)y)

i=1

k
< ZAi(tfi(«T) + (1 =t)fi(y)

k k
- tz Aifi(z) + (1 —1) Z)\ifi(y>
=tf(x) + (1 —1)f(y).

Como z,y € C y t € [0,1] son arbitrarios, concluimos que f es convexa.

4. Sean xz,y € C y t € [0,1]. Queremos demostrar que f(tx + (1 —t)y) < tf(z) + (1 —t)f(y)-
Fijemos € > 0, y sean z1, 20 € Z tal que

f(x):irzlfF(m,z)ZF(w,zl)—s y f(y):irzlfF(y,z)ZF(y,zg)—s.

Como Z es convexo, tenemos que tz1 + (1 — t)zo € Z. Luego, como F' es convexa, podemos
escribir

fllz+ (1 —-t)y) = irzlf F(tz+ (1 —-1t)y,2)

< F(tz+ (1 —t)y,tz; + (1 —t)22)

= F(t(z,21) + (1 - t)(y, 22))

<tF(x,z1)+ (1 —t)F(y, 22)

<t(f(z)+e)+ A =0)(f(y) +e) =tf(z) + (1 -1)f(y) +e

Como ¢ es arbitrario, concluimos que

fltr 4+ (1 =t)y) <tf(z) + (1 - t)f(y).
Como z,y € R™ y t € [0, 1] son arbitrarios, se concluye que la funcién marginal f es convexa.

O

2.2 Propiedades topolégicas heredadas de la convexidad _____

En este curso, trabajaremos muchas veces con conjuntos que tienen interior vacio. Sin embargo,
en el caso de los conjuntos convexos, estos siempre tienen interior, pero relativo a un espacio afin
de dimensién més pequena. Este espacio se conoce como la envoltura afin de un conjunto, y se
construye intersectando todos los espacios afines que contienen al conjunto.

Para formalizar esta idea, recordemos primero lo que es un espacio afin.

Definicién 2.6 (Espacio afin). Un conjunto H en R™ se dice espacio afin si existe un subespacio
vectorial V' y un punto o € R™ tal que

H=x+V={ag+v : veV}.

El subespacio vectorial V' se denomina subespacio paralelo a H y es unico. Definimos entonces la
dimension afin de H como la dimension de V, es decir, adim(H) = dim(V').
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De hecho, si H es un espacio afin con subespacio paralelo V', entonces se tiene que
Vho € H, H =ho+V. (24)

De hecho, para cualquier punto hg € H, se tiene que V.= H —hg ={h — hg : h € H}. La Figura
2.3 muestra un espacio afin en R?. Note que un subespacio vectorial es un espacio affn que contiene
al 0.

Figura 2.3: Espacio Affn en R?. H se obtiene desplazando V a través del vector hg.

Proposicién 2.7. Sea {H; : i € I} una familia cualquiera de espacios afines en R™. Si H = N;er H;
es no-vacio, entonces H es un espacio afin.

Demostracion. Sea hg € H. Para cada i € I, tenemos que V; = H; — hg es el subespacio paralelo

a H;. Sea V =[),c; Vi. Como V es una intersecciéon de espacios vectoriales, entonces V' es también

un subespacio vectorial. Luego, podemos escribir
he Hshe H;,, Yiel
Sh—hyeV;, Viel
Sh—hygeV
Shehy+ V.

Concluimos que H = hg+V, lo que demuestra que H es un espacio afin con espacio paralelo V. [

Observacién 2.8. Es importante destacar que para un conjunto cualquiera A C R™ y para un punto
xo € R™, siempre se tiene que
(A+.’E0) — T = A.

Esto se tiene pues al sumar xg estamos desplazando el conjunto A. Esta operacion, que la podemos
pensar como la transformacién lineal afin T : R™ — R™ dada por T(x) = x + xg, es invertible,
precisamente tomando T : R™ — R™ como T~ (x) = x — zg. Sin embargo, en general, para dos
conjuntos A, B C R™ no podemos cancelar la suma de Minkowski, es decir,

(A—|—B)—B={a—|—b1—b2 : CLEA,bl,bQEB}#A.

La Proposicién 2.7 nos permite introducir la definicién de envoltura afin como el espacio afin “maés
pequeno” que contiene al conjunto.

Definicién 2.9 (Envoltura Afin). Sea K un conjunto no-vacio de R™. Definimos la envoltura afin
de K como la interseccion de todos los espacios afines que contienen a K, es decir,

aff(K) = ﬂ{H : H espacio afin, K C H}. (2.5)
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Como la interseccion del lado derecho es una interseccion no-vacia de espacios afines, entonces
aff (K) es también un espacio afin y es el mds pequeno que contiene a K, es decir,

H espacio afin con K ¢ H = aff(K) C H.

Con la definicién de envoltura afin, podemos introducir ahora la nocién de interior que necesitamos.

Definicién 2.10 (Interior relativo). Sea H un espacio afin de R™ y A C H. Decimos que A es
abierto relativo a H si

Ve e A,3p > 0,B(z,p) N H C A. (2.6)

Sea K un conjunto no-vacio de R™. Definimos la el interior relativo de K, denotado por rint(K),
como el interior de K con respecto a aff (K), es decir,

x €rint(K) < 3p > 0,B(x,p) Naff(K) C K. (2.7)

La idea de abierto relativo e interior relativo se ilustra en la Figura 2.4. Para un espacio afin,
podemos mirar este conjunto como el "nuevo espacio completo”, y considerar conjuntos abiertos e
interiores con respecto a él. El interior relativo de un conjunto K es simplemente el interior de K
cuando consideramos aff (K) como el "nuevo espacio completo”. Cabe destacar entonces que rint(K)
se puede definir alternativamente como “el abierto relativo a aff (K') més grande contenido en K7,
es decir,

rint(K) = U{A : A abierto relativo a aff (K), A C K}. (2.8)

aff(C)
X aff (C)

W
C

X
X,

Figura 2.4: Conjunto convexo y envoltura affn en R?. La dimensién de aff(C') es una menos que el
espacio completo. En aff (C), el conjunto C' tiene interior no-vacio.

Proposicién 2.11. Si C es un conjunto convexo no-vacio de R™, entonces, rint(C) es no-vacio.

Demostracion. Sea xg € C'y sea V el subespacio paralelo a aff(C'). Definamos K = C — zg. Es ficil
ver que V =aff(K). Si dim(V) = 0, eso quiere decir que C = aff (C') = {x¢}, y por lo tanto tenemos
que rint(C) = {zo}. Sidim(V) = m > 0, entonces existen z1, ..., z,, € K linealmente independientes
tal que span{z1,...,zn,} = V. En efecto, esta base se puede construir inductivamente:

» Como dim(V) > 0, existe z; € K distinto de 0. Si dim(V) = 1, entonces la construccién
termina.

= Para el paso inductivo, supongamos que hemos construido zj,...,2;_1 € K linealmente inde-
pendientes y que dim(V) > k — 1. Entonces, Vi1 = span{z1,...,25—1} no contiene a a K,
pues de lo contrario V = aff (K) C Vi1 y dim(V) < k — 1. Por lo tanto existe 2z € K \ Vi_1.
Se tiene entonces que {z1,...,2;} es linealmente independiente y Vi = span{z1,...,2z} C V.
Si dim(V') = k, entonces la construccién termina, pues necesariamente V = V.
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= Repitiendo esta construccién hasta k = m, terminamos con el conjunto {z1,. .., z,} deseado.

Ahora, sea

X:{mzi)\izi A, A >0y i)\i<1}.
=1

i=1

Claramente X C K, pues K es convexo, 0 € K y los elementos de X son combinaciones convexas

de la forma . .
i=1 i=1

Demostraremos que X es un conjunto abierto de V. Tomemos Z = [zl zm]. Tenemos que
Tz : R™ — V dada por Tz(\) = ZX = >_" | \;z; es una transformacién lineal biyectiva y por lo
tanto, existe una constante R > 0 tal que

IT; (@)l < Rlz|, VeeV (2.9)

(Basta notar que (V, || -||) es una espacio normado de dimensién finita, lo que implica que la funcién
lineal T, LV 5 R™ es continua, y por lo tanto acotada en el sentido que verifica (2.9)). Sea ahora
T € X. Entonces, T = Z\ para algin \ en

A:{)\GR’” S AL, A >0y Z)‘i<1}'
=1

Como A es un conjunto abierto en R™, existe p > 0 tal que B(\,p) C A. Luego, para todo
x € B(Z,p/R) NV, tenemos que

1Tz (@) = Al = 1Tz (@) = T7 @)l < Rz — 2] < p.
Por lo tanto, T,,;*(z) € A. Finalmente, notando que T, *(X) = A, concluimos que
B(z,p/R) NV =Ty (Tz—l(B(gz, p/R) N v)) C Tz(A) = X.

Concluimos asi que X es abierto en V y por lo tanto, X C rint(K). La demostracién termina
notando que rint(C) = rint(K) + xo. O
Teorema 2.12. Sea C un conjunto convero no-vacio de R™. Se tiene que

1. Los conjuntos rint(C) y C son convezos.

2. Para todo xq € rint(C) y todo x € C, el segmento semiabierto

[zo,z) ={tx+ (1 —t)zo : t€[0,1)}
estd contenido en rint(C).

3. Se tiene que C = rint(C) y que rint(C) = rint(C).

Demostracion. Demostraremos cada afirmacién por separado.

1. /Veamos que rint(C) es convexo. Sean z1,x2 € rint(C) y t € [0,1]. Como x1,z2 € rint(C),
existen p1, pa > 0 tal que

B(zi, pi) Naff(C) C C, parai=1,2.
Tomemos p = min{pi, p2}. Sea V el subespacio paralelo a aff(C). Se tiene que

B(zi,p)naff(C) = B(0,p) NV +x;, parai=1,2.
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Denotemos z; = txy + (1 — t)zy y veamos que B(zy,p) N aff(C) C C. En efecto, si y €
B(zy, p) N aff(C), entonces existe v € B(0,p) NV tal que y = z; + v. Luego, notando que
x; +v € B(xy, p) Naff(C) para i = 1,2, podemos escribir

y=z;+v=tr;+ (1 -tz +v=t(x; +v)+ (1 —t)(xz2 +v) € C.

Concluimos entonces que B(x, p) Naff(C) C C, y por lo tanto z; € rint(C). Esto muestra que
rint(C') es convexo.

Ahora veamos que C es convexo. Sean 1,22 € C y sea t € [0, 1]. Usando la caracterizacién de
la adherencia por sucesiones, sabemos que existen dos sucesiones (x1 )k, (z2.5)r C C tal que
1k — T1 Y T2, — T2. Luego, podemos escribir

tey + (1 —t)ze = h’lgn (tr1 g + (1 —t)z2y) € C.

eC

Concluimos entonces que C' es convexo.

2. Sea zg € rint(C) y x € C. Sea t € [0,1) y sea x; = tz + (1 — t)xo. Queremos demostrar que
x4 € rint(C).

Supongamos primero que x € C. Sea V el subespacio paralelo a aff(C'). Sabemos que existe
p > 0 tal que
B(xzg, p) Naff(C) =x0+ B(0,p) NV C C.

Vamos a demostrar que B(zy, (1—t)p)Naff(C') C C. Seay € B(x, (1—t)p)Naff(C). Se tiene que
existe v € B(0, p) tal que y = x4+ (1 —t)v. Luego, notando que xg+v € B(xg, p) Naff(C) C C,
podemos escribir

y=z;+(1-thv=te+ 1 —-t)zg+ 1 -t)v=te+ (1 —t)(xo+v) € C.

Concluimos entonces que y € C, lo que demuestra que B(xy, (1 — t)p) Naff(C) C C. Asi,
x; € rint(C), como queriamos demostrar.

Para el caso general z € C, consideremos una sucesién (x) C C tal que z — z. Por la parte
anterior, sabemos que

Vk € N, B(try, + (1 —t)xo, (1 — t)p) Naff(C) C C.

Ahora, sea k € N lo suficientemente grande tal que ||z; — (txx + (1 — t)zo)|| < (1 — t)p/3.
Tenemos entonces que

Bz, (1 —t)p/3) Naff(C) C B(txy + (1 —t)xo, (1 —t)p) Naff(C) C C,

y por lo tanto, x; € rint(C). Esto concluye la demostracion.

3. Claramente rint(C) C C. Vamos a demostrar la otra inclusién. Sea z € C. Para ver que
x €'rint(C'), nos basta encontrar una sucesiéon (zj) C rint(C) tal que z — x. Sea (yr) C C
tal que y — x y sea xo € rint(C). Por la parte anterior, sabemos que

zp = (1= %) yr + £x0 € rint(C).

Luego, como la sucesion (yi) es convergente, tenemos que limy %yk = 0y por lo tanto, podemos
escribir
h’lgnmk = h’lznyk + h’in %(yk — 1) = .

—_———
=0
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Concluimos entonces que z € rint(C'), que era lo que querfamos demostrar.

Ahora, veamos que rint(C') = rint(C). Claramente, se tiene que rint(C') C rint(C'), por lo que
solo necesitamos demostrar la inclusién reversa. Sea z € rint(C). Queremos demostrar que
x € rint(C). Por definicién, existe p > 0 tal que B(z, p) Naff(C) C C. Como aff(C) es cerrado

y contiene a C, sabemos que C C aff(C') y por lo tanto, tenemos que

aff (C) C aff(C) C aff(C),
es decir, aff(C) = aff(C). Sea ahora z¢ € rint(C) y d =  — zg. Si d = 0, entonces zg = x y
por lo tanto x € rint(C), lo que concluirfa la demostracién. Si d # 0, entonces d € V, donde
V es el subespacio paralelo a aff(C'). Luego, existe a > 0 lo suficientemente pequetio tal que
ad € B(0,p) y por lo tanto

1 =2+ ad € B(z, p)Naff(C) C C.
Ahora, podemos escribir

e’ 1

= d =
1+aw0+1+axl 1+a(ozx0+x—|—a)

(1+a)z) ==.

14+«

Por lo tanto, x se puede escribir como combinacién convexa de z; € C'y zg € rint(C). Usando

la parte 2., concluimos que z € rint(C), lo que demuestra que rint(C') C rint(C).

O

El interior relativo de un conjunto convexo nos permite concluir una de las propiedades topolégicas
mdés importantes de la convexidad: Las funciones convexas son continuas en el interior relativo de
sus dominios.

Teorema 2.13. Sea C C R™ un conjunto convexo y f: C — R una funcion convera. Entonces, f
es localmente acotada en rint(C), es decir, para todo x € rint(C), existen M, p > 0 tales que

lf(y)] < M, ¥Yye€ B(z,p) Nrint(C).

Mds ain, f es localmente Lipschitz en rint(C), es decir, para todo x € rint(C') existen constantes
L,r >0 tal que
|f(y1) = fy2)l < Lllyr — well,  Vy1, 92 € B(z,r) Nrint(C).

En particular, f es continua en rint(C').

Demostracion. Veamos primero que f es localmente acotada en rint(C). Sea Z € rint(C'). Reempla-
zando C por C —Z y f por g(z) = f(x + Z), podemos suponer, sin perder generalidad, que Z = 0
y que V = aff(C) es subespacio vectorial de R™. Luego, como 0 € rint(C), existe pg > 0 tal que
B(0,p0) NV .C C. Ahora, tomando p = 4% podemos verificar que

B(0,2p) CA={z € R" : ||z]leo < 2p} C B(0, po).

y por/lo tanto, P = ANV C B(z,p) NV. Como P es un politopo convexo (estd dado por un
ntmero finito de restricciones lineales), tenemos que P tiene un conjunto finito vértices {x1, ..., 2%}

y ademas
k k
P:{Z/\m : >\1,...7>\k>0,z>\i:1}.
i1 i=1
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Luego, ocupando la desigualdad de Jensen (ver Problema P2 de la Seccién 2.6) tenemos que

k k
Ve e P, f(x)=f (Z)\m> §Z/\if(xi) <méx{f(z;) : i=1,...,k}.
i=1 i=1

=M,

Concluimos que f es acotada superiormente en P, es decir, f(z) < M; para todo € P. Ahora,
veamos que f es acotada inferiormente en B(0,p) NV, es decir, que My = infg(g )y f > —o0. Si
no lo fuera, entonces existirfa una sucesién (zx) C B(0,p) NV tal que f(zx) < —k?. Como A es
compacto y B(0,p) C A, reemplazando (z;) por una subsucesién si es necesario, podemos asumir
sin perder generalidad que (zy) es convergente, digamos con limg z; = 2 € A Més atn, ||z| < p.
Luego, tomando y;, = z + (1/k)(z — x1) es ficil verificar que para k € N lo suficientemente grande,
yr € B(0,2p) NV C Py ademés,

1 LYk
Ik Tt

Luego, podemos escribir,

1 1/k 1/k 2 k
< = <M —k*) < M; — = — —o0.
Concluimos que f(z) = —oo, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, Ms > —oo. Tomando

M = max{M,—M,}, concluimos que

Yy € B(0,p) NV, [f(y)] <M.

Para la segunda parte, vamos a demostrar que f es Lipschitz en B(0,7) NV con r = p/2. Sean
xz,y € B(0,r)NV con z #y, y sea a = ||z — y||. Como y —z € V, podemos definir

z=y+£@—@eB®ﬂﬂﬂV

Ahora, podemos escribir y como combinacién convexa de z y z. Concretamente,

r
z T
r+ « r+

« ( +r( )>+ r
= —(y—x —x =Y.
r+a Y ay r+« y

Por lo tanto, como f es convexa, concluimos que

fly) <

« r

f(z) +

r+ « r4+ o

f(@).

Luego, restando f(x) a ambos lados de la desigualdad, y recordando que f(x), f(z) < M concluimos
que

«

£) ~ @) € =5 (1) - @)
< o (LLHIEN)

r

2M 2M
< —a=—/|z—yl.
T r
—~
=L

Intercambiando los roles de x e y en el desarrollo anterior, concluimos que f(z) — f(y) < L||z — y||
y por lo tanto,

[f(@) = f(y)| < Lz —yl.

Como z,y € B(0,r) NV eran arbitrarios, concluimos el resultado. O



Escuela de Ingenieria Universidad de O’Higgins

2.3 Distancia a conjuntos convexos y proyeccion métrica

En anélisis convexo y en optimizacién, un problema recurrente es tratar de encontrar el punto “maés
cercano” en un conjunto K a un punto de referencia x € R™. Cuando interpretamos K como el
conjunto factible, lo que estamos buscando es la mejor aproximacion factible de x. Recordando que
la distancia entre dos puntos se mide como la norma de su diferencia, este problema se traduce en

resolver
min ||z — z| (2.10)
s.a. z€eK.

El problema anterior se conoce como problema de mejor aproximacion, y guarda profunda relacién
con la geometria del conjunto K. Cuando hacemos variar el punto de referencia z, el valor de la
solucién del problema de mejor aproximacién se conoce como funcién distancia a K.

Definicién 2.14 (Distancia a un conjunto). Sea K C R™ un conjunto no-vacio. Se define la funcion
distancia a K como

dg :R" - R
x—dg(z) = Zlél}f{ ||z — ]
Cuando sea conveniente, ocuparemos la notacion alternativa d(-; K) = dk.
Proposicién 2.15. Sea K C R"™ un conjunto no-vacio. Se tiene que
1. dg = dy.
2. dg es 1-Lipschitz continua, es decir, |dx(x) — dg (y)| < ||z — y||, para todo z,y € R™.
3. Si K es convexo, entonces d(-;rint(K)) = d(+; K).

4. Si K es convexo, entonces di es convexa en R™.

Demostracion. Demostraremos cada afirmacién por separado.
1. Sea z € R™. Como K C K, tenemos que
di(z) = if |z —z] 2 Zl’g%l\z — x| = dg ().
Por lo tanto, basta demostrar que dg () < di(x). En efecto, sea € > 0 fijo. Por definicién,

existe z € K tal que ||z — z| < d(x) + . Luego, podemos considerar una sucesién (z) C K
tal que zp — z. Asi, podemos escribir

die(z) < ||z — 2 22255 ||z — 2| < dge(2) +e.

Como ¢ es arbitrario, concluimos que dg (x) < di(x), concluyendo que dg (x) = di(x).
2. Sean z,y € R™. Ocupando desigualdad triangular, sabemos que
dg(z) < flz =zl < fle =yl +lly — 2], Vze K.
Luego, podemos escribir,

drc(@) = dic(y) = dic(a) — o [ly - 2]

= sup(dx (z) — [ly — z[]) < [lz =y
zeEK

Intercambiando los roles de x e y en el desarrollo anterior, tenemos también que dg(y) —
dk(z) < ||z — yl||. Luego, mezclando ambas desigualdades, concluimos que

ldie () — dx (y)| < [l =y,

concluyendo asi que dx es 1-Lipschitz.
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3. Directo de la parte 1, recordando que por el Teorema 2.12 tenemos que rint(K) = K.

4. Sean 1,29 € R™ y t € [0,1]. Como K es convexo, tenemos que
K={tz1+(1 —t)zg : 21,20 € K}.
Luego, podemos escribir

dg(tzr + (1 —t)zg) = zlél}f{ ltz1 + (1 —t)zg — 2||

inf ||t$1 + (1 — t)JZQ — (tZl + (1 — t)ZQ)”

z1,22€ K

< f (e — 2] + (1= #)[lzz — 22)

21,226 K

= tzi'réfK lz1 — 1] + (1 —¢) Z;Iéf;( |z — 22| = tdx (z1) + (1 — t)d K (z2).

Concluimos entonces que dg es convexa, lo que concluye la demostracién.

O

Si bien la funcién distancia siempre estd bien definida, el problema de mejor aproximaciéon puede no
tener solucién. Sin embargo, cuando el conjunto K es convexo cerrado, la solucién siempre existe y
ademas es tnica.

Teorema 2.16. Sea K C R™ un conjunto convexo cerrado no-vacio. Entonces, para todo x € R"™,
existe un unico punto T € K tal que
12 — zf| = dx (z).

Este punto se denomina la proyeccion de x en K, y se denota por z = Pg(x) o bien por
z=P(x;K).
Demostracion. Primero veamos que existe Z € K tal que dx(z) = ||z — z||. Para esto, notemos

que como K es no-vacio, podemos tomar y € K cualquiera y definir p = ||y — z||. Luego, tomando
C = K N Bz, p), tenemos que C es convexo compacto no-vacio y que

drc(@) = fof Iz =l = _inf o o] = do(e).

Como C' es compacto y ||z — -|| es continua, concluimos que existe Z € C C K tal que
5 — ’ _ — d — d .
12 = 2l = min |2 - 2f| = de(z) = dx (2)

Ahora, veamos que Z es Unico. Supongamos que existen dos puntos z;, zs € K con z; # Zp tal que
21 — 2| = ||Z2 — 2|| = dk(z). Como K es convexo, tenemos que z* = 12, + 12, estd en K. Notando
que los puntos {z, z1, Zo } forman un tridngulo isésceles, tenemos que ||z —z*|| corresponde a la altura
de este tridngulo, y por lo tanto,

|27 = zl| <21 = zf| = dx (@),

lo cual es una contradiccién con la definicién de distancia. Concluimos entonces que existe un tinico
punto z € K tal que ||Z — x| = dx(z). O

La existencia y unicidad de la proyeccién métrica es una de las grandes virtudes de los conjuntos
convexos. Mds atn, para estos conjuntos, podemos caracterizar la proyeccién mediante los angulos
que se forman entre el vector x — Pk (z) y los vectores z — Pk (z) con z € K: El dngulo siempre
debe ser obtuso, como ilustra la Figura 2.5.
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Figura 2.5: Angulo 6 entre 2 — Pk () (en azul) y z — Pk () (en rojo) es obtuso, es decir, 7/20 < .

El dangulo 6 entre dos vectores vy, vo € R™ y el producto entre ellos se relaciona de la siguiente forma:
(v1,v2) = [Jv1]|[[v2]| cos(0).

El angulo 6 siempre se considera entre 0 y 7, es decir, es el dngulo interno en 0 del tridngulo formado
por {v1,v2,0}. Notando que un dngulo en [0, 7] es obtuso si y sélo si cos(f) < 0, la relacién de dngulos
entre © — Px (z) y 2z — Pk (z) se puede traducir en términos del producto entre ellos, lo que se conoce
como caracterizaciéon variacional de la proyeccién.

Teorema 2.17 (Caracterizacién variacional de la proyeccién). Sea K C R™ un conjunto convezo
cerrado no-vacio. Para todo x € R™ y todo T € K se tiene que

T=Pg(z) < VzeK, (x—%,z—7) <0. (2.11)

Demostracion. En el caso que z € K, tenemos que Pk (z) = x y la equivalencia se cumple trivial-
mente. Por lo tanto, supondremos que z € R™ \ K. Razonemos por doble implicancia.

s < : Tomemos z € K con z # Z. Podemos escribir

Iz = l* = lI(z = 2) = (= - 2|

— |zl —2(z — 7,2 — 7) + [}z — 7]

> ||z — 7).

Concluimos entonces que ||z — z|| < ||z — z|| para todo z € K, y por lo tanto & = Pk (x).

» = : Para esta direccién, consideremos f(z) = 3|z — ||?. Sabemos que f es diferenciable y que

Vf(z) = z — 2. Més atin, para todo z € K, se tiene que f(Z) < f(z). Luego, para z € K fijo
podemos escribir

(x =%,z —%) = —(Vf(Z),z—T)

=—fl(z;2 — 1)
o fEH =) —r@
t—0 t

donde f'(Z;z — %) es la derivada direccional de f en Z en la direccién z — Z. La tltima
desigualdad se obtiene notando que cuando t < 1, Z+t(z — &) =tz + (1 — ¢)z € K, y por lo
tanto f(Z +t(z —)) > f(Z).

O
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2.4 Teoremas de separacién

Uno de los resultados méas importantes del andlisis convexo estd dado por los teoremas de sepa-
racion, también conocidos como teoremas de Hahn-Banach. Este resultado nos asegura que, para
dos conjuntos convexos, podemos encontrar un hiperplano que los separa, como ilustra la Figura
2.6. Aqui, la convexidad juega un rol fundamental, puesto que sin esta hipdtesis geométrica es facil
construir ejemplos donde no es posible separar conjuntos por hiperplanos.

Y
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NNNNNNNANNAN

NNNN

N
N

Figura 2.6: A la izquierda: Dos conjuntos convexos en R? separados por una recta (en rojo). A la
derecha: Dos conjuntos en R? que no pueden ser separados por una recta, precisamente porque no
son ambos convexos.

Para formalizar esta idea, recordemos la definicién de hiperplano.

Definicién 2.18 (Hiperplanos y semiespacios). Un conjunto H de R™ se dice hiperplano si ezisten
un vector x* € R™ \ {0} y un valor o € R tal que

H=[z")=ao={z€R" : (z",2) =a}.

Un conjunto E de R™ se dice semiespacio si existen un vector z* € R™\ {0} y un valor o € R tal
que
E=[z")<al={z€eR" : (z%2) <a}.

Todo hiperplano H en R™ es un subespacio afin de dimensién adim(H) = n — 1, y viceversa. El
hierplano H = [(z*,-) = a] induce dos semiespacios: E~ = [(z*,-) < o] y ET = [(z*,-) > a]. El
segundo semiespacio se puede expresar en la forma de la Definicién 2.18, reemplazando z* y « por
—x*y —a.
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Figura 2.7: Hiperplano H en R?, y los semiespacios inducidos E* (en gris) y E~ (rayado).

Podemos ahora definir lo que significa separar conjuntos por hiperplanos.

Definicién 2.19 (Hiperplano separador). Sean A, B C R"™ dos conjuntos no-vacios y sea x* €
R™\ {0}. Decimos que
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1. z* separa A y B si existe a € R tal que

sup(z*,a) < a < gél]f3<x*,b> o bien  sup(z*,b) < a < inf (z* a).

f
acA beB acA

En tal caso, decimos que el hiperplano H = [(z*,-) = a] es un hiperplano separador de A

y B.
2. x* separa estrictamente si existe a € R tal que
21612@*, a)y < a< ggg<x*, b) o bien ls)gg(m*, by < < ;22@*’ ay.
En tal caso, decimos que el hiperplano H = [(z*,-)] = « es un hiperplano separador

estricto de A y B.

Cuando la separacién no es estricta, los conjuntos A y B no necesariamente son disjuntos. Sin
embargo, los puntos de interseccién pertenecen al hiperplano separador H = [(z*,-) = «].

También vale la pena notar que si en la definicién de separacion, tenemos que si z* separa Ay B
satisfaciendo la primera desigualdad para algin a € R, entonces —z* separa A y B satisfaciendo la
segunda desigualdad para —a. Lo mismo se tiene para separacién estricta.

Por supuesto, no todo par de conjuntos admite separadores, como vimos en la Figura 2.6. La siguiente
proposicién nos dice que cuando el primer conjunto es convexo y el segundo es un singleton que no
esta en el interior, entonces podemos separarlos.

Proposicién 2.20. Sea C C R™ y sea T € R™ \ int(C). Entonces, existe x* € R™\ {0} tal que

sup(z”,y) < (27, 7).
yeC

FEs decir, existe ©* € R™\ {0} que separa C y {Z}.

Demostracion. Sea & € C'\ int(C). Como Z estd en la frontera de C, entonces Z € R\ C. Por lo
tanto, existe una sucesioén (zy)r C R™\ C tal que 2, — Z. Como C es convexo cerrado (ver Teorema
2.12), podemos definir para cada k € N, el vector

wk — Poler) _ xp — Pe(ay)
d(zy; O) dc(z)

Como S es un conjunto compacto, podemos asumir (reemplazando (x}) por una subsucesién si es
necesario) que (xj) es convergente, con limite en S. Sea z* = limy z}. Veamos que z* soporta C
en z. Tomemos y € C cualquiera. Ocupando la caracterizacién variacional de la proyeccién para C
(ver Teorema 2.17), sabemos que

€S.

Ty =

(z, Pe(rr) —y) = ﬁxk)@k — P=(xy) — xy, Ps(xr) —y) > 0.

Luego, podemos escribir
(%, y) < (zk, Pe(zk))
= (a1, Pe(wr) — zk) + (o, 2k)
= —dc(xk) + (T}, 21)
< (@, Tk)-
Es/decir, para todo y € C, (z},y) < (z},zx). Notando que xj — z* y que z; — Z, tomando limite

concluimos que
(", ) = Ve, y) < lim{af, z2) = (o°, 7).

Concluimos que (z*, ) = sup, (2", y), concluyendo que z* soporta a C en Z. O
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Teorema 2.21 (de Separacién). Sean Cy,Co C R™ dos conjuntos convexos no-vacios de R™ dis-
Juntos. Entonces, existe un hiperplano H = [{x*,-) = a] (con x* # 0) que separa Cy y Cy, es decir,

(", x1) < a<{(z%,x3), V1€ Cy,x1 € Co. (2.12)

Demostracion. Tomemos el conjunto
0201—02={$1—$2 LI 601,1'2 ECQ}.

Es facil ver que C es convexo. Més atin, dado que C; N Cy = ), entonces 0 ¢ C. Por lo tanto, la
Proposicién 2.20 dice que existe * € R™\ {0} tal que

bup(x x) <0.
zeC

Esto equivale a
Vo, € Cr,ap € Co, (27,01 — 2) <0,

lo que a su vez equivale a (2.12) tomando o = sup,, ¢¢, (z*, 21). O

Teorema 2.22 (de Separacién Estricta). Sean C1,C2 C R™ dos conjuntos convezos no-vacios de
R™ disjuntos, con Cy cerrado y Cy compacto. Entonces, existe un hiperplano H = [(z*,-) = a] (con
x* #£0) que separa estrictamente Cy y Co, es decir,

sup (z",x1) < a < inf (2% x9). (2.13)
r1€Cy w2€Cs

Demostracion. Como la funcién distancia de, es continua y el conjunto Cy es compacto, por el
teorema fundamental de la optimizacién (ver Teorema 1.13) sabemos que el problema

{ml’ng&2 de, (x2)

(2.14)
s.a. zo € Cy

tiene solucién. Sea Zs una solucién del problema y tomemos Z; = Pg, (Z2). Veamos que de hecho
Zo = P, (Z1). En efecto, si asi no lo fuera, entonces existiria y € Cs tal que

dey (y) < lly = 21| < [[z2 — 21| = do, (22).

Pero esto es una contradiccién, pues Zy es solucién del problema (2.14), y por lo tanto de, (ZT2) <
dCl (y)

Definamos ahora B B
® T2 — 1
Tt = y o= 5(
Como C; y Cy son disjuntos, tenemos que z* # 0, o equivalentemente, que ||z*|| > 0. Veamos que
x* 'y « satisfacen (2.13). Por un lado, ocupando la caracterizacién variacional de la proyeccién (ver

Teorema 2.17), tenemos que para todo y € Cy

¥, Ty + T1).

* 1 = =
<J" 7y> = 5(.1?2 _$17y>
1
5(@—@7561)

(%, 21)

<$ ’x1+x2>+<x*’x1;x2>

=a— ||3:”‘H2 < a.

IN
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Concluimos que sup, ¢, (z*,y) < a. Por otro lado, como Z2 = Pc,(71), podemos volver a ocupar la
caracterizacién variacional de la proyeccién (ver Teorema 2.17), concluyendo que para todo y € Co

(@9} = —3 (@1~ 2,9)
> 71<f1 — T2 f2>
S .
= (z*, Tg)

) . X1+ T2 . To— T
S A Sl
=a+[|z*)* > a.

Concluimos entonces que infyecc, (x*,y) > «, lo que concluye la demostracién. O

2.5 Diferenciabilidad y subdifferenciabilidad de funciones con-
vexas

El gradiente de una funcién diferenciable f : R™ — R en un punto x € R™ nos entrega informacién
sobre la variacién instantdnea de la funcién f. Cuando tomamos un vector v € R™\ {0}, el producto
(Vf(x),v) nos dice cuanto “tiende a crecer o decrecer” la funcién f desde el punto z siguiendo la
direccién v. Matematicamente, esto se captura usando la expansién de Taylor de primer orden:

[l +tv) = f(2) + UV f(2),0) + o(t),

donde o(t) es el error asociado a aproximar ¢t — f(x + tv) por la funcién lineal afin ¢ — f(x) +
t{Vf(z),v). Cerca de x, o(t) es pequeno, y por lo tanto la variacién de f cerca de z siguiendo la
direccién v estd dada por el producto (V f(z), v).

En esta tltima seccién estudiaremos como la convexidad influye la variacién de una funcién. A
priori, estos dos conceptos (diferenciabilidad y convexidad) no tendrian por qué estar relacionados.
Sin embargo, la geometria de una funcién influye el comportamiento de primer orden y viceversa.

Proposicién 2.23 (Derivada direccional de funciones convexas). Sea C C R™ un conjunto convezo
no-vacio, sea f : C — R una funcion convexa en C y sea x € C. Entonces, para todo v € R™ tal
que tal que x + tv € C para algin t > 0, se tiene que la deriwada direccional f'(x;v) verifica que

Flas) — fug O E) @),

t>0 t

(2.15)
Mds ain, si z €int(C), entonces f'(x;v) > —oo para todo v € R™.

Demostracion. Reemplazando C por C —x y f por g = f(- — ) — f(x) si es necesario, podemos
suponer que z = 0 € C'y f(x) = 0, puesto que haciendo el reemplazo tenemos que f’(x;-) = ¢'(0; ).

Sea entonces v € R™ \ {0} tal que z + dv € C para algin 6 > 0, y sean s,t € R con 0 <t < s < 4.
Entonces, podemos escribir

Flto) = £ (£(s0) + (1= £)0) < < f(s0).
Por lo tanto, tenemos que

fls0) — 1(0)
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esto muestra que la funcién t € (0,6) — es monétona no-decreciente. Por lo tanto

o 10+ 10) = 1(0)
t>0 t t—0 t

f(tv)—£(0)
t

= f(0;v) € [—00, +00),

bajo la salvedad que el limite que define la derivada direccional puede valer —oc.

Ahora, supongamos que 0 € int(C'). Dado que (2.15) se verifica, para ver que f'(0;v) existe, basta
probar la funcién t — w es acotada inferiormente. Para esto, podemos aplicar el desarrollo
anterior reemplazando v por —v, concluyendo que la funcién

f(=tv) = f(0)
t

t— —

es no-creciente en (0, ), para algiin § > 0 lo suficientemente pequetio tal que —dv y dv estén en C.
Luego, ocupando convexidad, tenemos que para todo t € (0, d),

0= £(0) = £ (3(tv) + 3(~tv)) < 3f(tv) + 3 f(~tv).
Luego, concluimos que

) = FO0)  fto) = fO0) o (0,9)
¢ - t 7 .

y tomando s = §/2, podemos escribir

<y F0) = £(0)

— t—0 t

f(_tv)t_ f(O) _ f/(O, ’U).

—00 < f(—sv) < lim —
t—0
Esto concluye la demostracion. O

La proposicién anterior nos dice que cuando hacemos aproximaciones de la forma (f(x+tv)— f(x))/t,
estos valores corresponden a las pendientes de las rectas que pasan por (z, f(x)) y (x+tv, f(x+1tv)).
Estas pendientes van decreciendo cuando ¢ — 0, alcanzando el valor minimo en el limite, que
corresponde a la derivada direccional. La Figura 2.8 ilustra esta idea.

Figura 2.8: Funcién convexa y derivada direccional. En rojo, pendientes de las rectas dadas por
diferencias parciales, con 0 < s < t. En azul, la recta con pendiente igual a la derivada direccional.

Proposicién 2.24 (Caracterizacién de primer orden). Sea f : R™ — R una funcién diferenciable y
C /C R™ un conjunto convexo. Se tiene que

1. f es convexa en C si y sélo si

Ve,z € C,  f(2) > f(z)+ (Vf(z),z — ). (2.16)
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2. Si f es convexa en C y x € int(C), entonces para z* € R™ se cumple que
¥ =Vf(x) < Vzel, f(z)>f(x)+ (" z—2x). (2.17)
3. Si f es convexa en C, entonces Vf : R™ — R™ es continua en int(C).

Demostracion. Estudiaremos cada afirmacién por separado:

1. Supongamos primero que f es convexa, y fijemos z € C'. Entonces, para todo z € C con z # «x,

definiendo v = ﬁ y t = ||z — ||, la Proposicién 2.23 nos asegura que
£(2) — f(a) =PI ZIE ) = 00 () ) = (91 (@), 2~ )

Esto muestra la implicancia directa (=) de (2.17), pues el caso z = x es trivial.

Para la implicancia reversa (<), supongamos que f verifica (2.16), y tomemos x,z € C' con
z#xyte(0,1). Sea xy =tz + (1 — t)z. Por un lado, tenemos que

(I=0)f(z) <A =) f(z) = (A= t)(V[(2e), 2 —tz = (1 = t)x)
(1 =)f(@) = (A =KV f(xi), 2 = 2).

Por otro lado, también tenemos que

tf(ze) <tf(z) =tV f(z),2 =tz — (1 - t)x)
=tf(2) + (1 = t)t(Vf(z),x — 2).

Sumando ambas desigualdades, concluimos que
fltz4+ 1 —t)x) <tf(z) + (1 —1)f(2),

lo que muestra que f es convexa en C.

2. La implicancia directa (=) es concecuencia de la parte 1. Para la implicancia reversa (<),
supongamos que z* satisface la desigualdad del lado derecho de (2.17), pero que x* # V f(z).
Como z € int(C), existe 6 > 0 tal que para todo v € Sy todo t € (0,9), x +tv € C. Entonces,
como f es diferenciable, podemos escribir

[z +tv) — f(z) = 6V f(2),v)

0= lim
t—0+ t
> lim (x*,tv) —t(V f(z),v)
t—0+ t
= (2" = Vf(z),v)
Como z* # V f(x), podemos tomar v = %, lo que implicaria que

0 <l[la” = Vf(@)[ = (z* = Vf(x),v) <0,

lo cual es una contradiccién. Concluimos entonces que z* = V f(x).

3. Sea (zx) C int(C) una sucesién convergente con x; — 2 € int(C). Mostraremos que (xg)x
tiene una subsucesion (zy;); tal que Vf(xy,) — Vf(x).

Como f es localmente Lipschitz en int(C') gracias al Teorema 2.13, existen L,d > 0 tal que
IVf(2)|| < L para todo z € B(z,0) C int(C). Sin perder generalidad, podemos asumir que
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(xx) C B(z,0) y por lo tanto, la sucesién (V f(xr))r es acotada. Asi, (Vf(zx))r admite una
subsucesion convergente (V f(zy;));, con limite lim; V f(zx;) = 2*.

Veamos que z* = Vf(x). Sea z € C. Por continuidad de f y de la funcién (-, -), tenemos que

Luego, como z € C' es arbitrario, la parte 2. anteriormente demostrada nos dice que necesa-
riamente z* = V f(x).

Como () era una sucesién arbitraria, se concluye que V f es continua en x (ver Ejercicio P4
de la Seccién 1.6).

O
Cuando una funcién f es de clase C? (dos veces diferenciable con derivadas de primer y segundo

orden continuas), entonces la convexidad también puede ser estudiada a partir de su matriz hessiana
V2f.

Proposicién 2.25 (Caracterizaciéon de segundo orden). Sea f : R™ — R una funcién de clase C* y
C C R™ un conjunto convexo. Se tiene que

1. V2f(z) es semidefinida positiva para todo x € C, entonces f es convexa en C.

2. Si f es convexa en C yint(C) # (), entonces V2 f(x) es semidefinida positiva para todo x € C.

Demostracion. Estudiemos cada afirmacién por separado.

1. Sean z,z € C. Ocupando el teorema de expansién de Taylor de segundo orden, sabemos que
1
f@%:ﬂ@*%vﬂﬂﬁ44ﬁ+§@*xVVW@w®*$%

con z; = tz + (1 — t)z, para algin t € (0,1). Luego, como V2f(z;)(z — z) es semidefinida
positiva, se tiene que
f(2) = f(2) +(V[(z),2 - 2),

lo que muestra la convexidad de f aplicando la Proposicién 2.24.

2. Razonemos por contradiccién, y supongamos que existe z € C'y z > 0 tal que 27 V2 f(x)z < 0.
Como f es de clase C?, existe & > 0 tal que para todo 2’ € B(z, d), se tiene que 2IV2f(2")z < 0.
Gracias a esto, y el hecho que C' = int(C'), podemos suponer que z € int(C).

Ahora, reemplazando z por Az con A > 0 lo suficientemente pequefio si es necesario, podemos
asumir que = + z € int(C). y que 27 V2f(x +tz)z < 0 para todo t € [0, 1]. Luego, ocupando
la expansién de Taylor de orden 2 en x + z, tenemos que

flo+2) = @)+ (VF(2),2) + 52" P (@ + 122 < (@) + (Tf(2), 2),

lo/cual es una contradiccion, en vista de la Proposicién 2.24.
O
La ecuacién (2.17) se puede interpretar de la siguiente manera: Si f es convexa y diferenciable,
entonces (Vf(z),—1) es el tnico vector en R" ™! que separa (x, f(x)) del epigrafo de f. Esto quiere

decir que la aproximacion lineal ¢(x) = f(z) +(Vf(x),z — z) es la tinica funcién lineal “por debajo”
de f que es tangente al epigrafo en (z, f(z)).
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H=[{v,:) =(Vf(z),z) - f()]

Figura 2.9: Hiperplano H dado por el vector v = (Vf(z),—1) € R™ x R, tangente a (z, f(z)).

Cuando una funcién f : R™ — R es convexa pero no es diferenciable en z, la propiedad anterior
no se verifica. Sin embargo, los teoremas de separacién del capitulo anterior (particularmente la
Proposicién 2.20) nos asegura que que siempre existe un vector (a*, s) € R™ x R que separa (z, f(x))
de epif, es decir, tal que

(a*,z) + sr < {(a*,z) + sf(zx), V(zr)€ epif. (2.18)

Notando que el epigrafo es no-acotado en la direccién (0,1) € R™ x R, este separador debe cumplir
necesariamente que s < 0. Cuando s # 0, entonces podemos reemplazar (a*,s) por (z*,—1) con
2* = |s|~ta, y por lo tanto, tomando 7 = f(2) en la ecuacién (2.18), podemos escribir:

f(@) + (2% 2 —2) < f(2), VzeR"

Es decir, los vectores z* € R™ construidos de esta manera también inducen aproximaciones lineales
por debajo de la funcién f y tangentes al epigrafo en (z, f(z)). El punto es que, cuando f no es
diferenciable, pueden existir muchos de estos vectores y no solo uno.

Definicién 2.26 (Subgradientes y subdiferencial). Sea f:R™ — R una funcién convera y x € R™.
Un vector z* € R™ se dice subgradiente de f en x si verifica que

flz)+{(z*,z—x) < f(z), VzeR™ (2.19)

Se define el subdiferencial de f en x, denotado por Of(x), como el conjunto de todos los subgra-
dientes de f en x, es decir,

Of (@) :={a* eR" : f(z)+ (2*,2z—2z) < f(2), Vz € R"}. (2.20)

Ejemplo 2.27 La funcién valor absoluto |- | : R — R es convexa, y no es diferenciable en 0. Sin
embargo, para s € [—1, 1], tenemos que

|z| > sz =s(2—0)+ 0], VzeR.

De hecho, lo anterior se cumple sélo si s € [—1, 1], y por lo tanto 9] - |(0) = [-1, 1] (ver Figura 2.10).
De forma més general, la norma euclidiana || - || : R™ — R es convexa, no es diferenciable en 0 y
| - 11(0) = B.

Asi como el gradiente de una funcién convexa posee buenas propiedades, el subdiferencial también.
La siguiente proposicién enuncia alguna de estas propiedades donde quizas la mas relevante para
nosotros es la relacién entre el subdiferencial y la derivada direccional, dada por la ecuacién (2.21).

Proposicién 2.28 (Propiedades del subdiferencial). Sea f : R™ — R una funcidn convera y sea
r € R™. Se tiene que

1. Of(z) es un conjunto convexo, compacto y no-vacio.

2. Si f es diferenciable en x, entonces 0f(x) = {V f(z)}.
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,/’ y = 0.5z

S~ y=-03z

Figura 2.10: Funcién f = |- |. En rojo, la funcién y = —0.3z, asociada al subgradiente s = —0.3. En
azul, la funcién y = 0.5z, asociada al subgradiente s = 0.5.

3. Para todo punto x € R™ y toda direccion v € R™, se tiene que
f(x;v) = sup{(z*,v) : 2* € Of(x)}. (2.21)

Demostracion. Estudiaremos cada afirmacion por separado.

1. Fijemos x € R™. Aplicando la Proposicién 2.20 a C' = epif y el punto (z, f(z)) € R™ x R,
sabemos que existe (a*,s) € R" x R, con s < 0, tal que

sup{(a*, z) + sr : (z,r) € epif} < {(a*,z) — sf(x).

Si s = 0, entonces el supremo del lado izquierdo de la desigualdad seria 400, lo cual no puede
ser. Por lo tanto s < 0y as{ podemos reemplazar (a*, s) por (z*, —1) como separador. Siguiendo
la discusién previa a la Definicién 2.26, concluimos que z* € Jf(z), lo que muestra que el
subdiferencial es no-vacio. Ocupando la definicién de subgradiente dada por la desigualdad
(2.19), y el hecho que f es continua, es fécil verificar que df(x) es también convexo y cerrado.
Solo nos queda demostrar que df(z) es acotado. Gracias al Teorema 2.13, sabemos que existen
§,L > 0 tal que f es L-Lipschitz en B(z,d) (si bien el teorema establece una bola abierta,
basta reemplazar § por §/2 si es necesario). Mds atin, f alcanza su méximo y su minimo en
B(z,0) (ver Teorema 1.13), por lo que podemos asegurar que existe M > 0 tal que

|f(z)| < M, Vze B(z,d).

Tomemos z* € df(x). Si * # 0, podemos tomar z = x + ﬁx* € B(z,0) y luego,
Sllz*|| = (=%, z — x) < f(2) — f(z) < 2M.
Por lo tanto, ||z*|| < 2M/4. Si * = 0, entonces también se tiene la desigualdad anterior, y
por lo tanto df(z*) es acotado. Esto concluye la demostracién.
2. Directo de la Proposicion 2.24, parte 2.

3. Seax € R" y v € R" fijos. Denotemos g(v) := sup{(z*,v) : z* € 9f(z)}. Demostraremos la
doble desigualdad, es decir que f'(z;v) > g(v) vy f'(z,v) < g(v). Como f'(z;0) = 0 = ¢(0),
podemos suponer sin perder generalidad que v # 0.

Sea z* € df(z). Tenemos que para todo ¢t > 0,

fla+tv) = ()

(z*v) = La*, tv) < ;

Tomando {nfimo en ¢ > 0, tenemos que (z*v) < f/(z;v). Luego, tomando supremo en x* €
Of (x), concluimos que g(v) < f'(x;v).
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Para la otra desigualdad, notemos que la funcién f’(z;-) : R® — R es convexa y por lo tanto
continua (ver Proposicién 2.13). Asi, el conjunto F = epi(f’(x;-) es convexo cerrado y ademds
A(f'(x;-))(v) # 0.Tomemos z* € d(f'(x;-))(v). Tenemos entonces dos observaciones:

= (z*,—1) separa E de (v, f'(z;v)), es decir,
sup{(z*,u) — 7 : (u,r) € E} < (z*,v) — f'(z;v).

= (z*,v) — f'(x;v) = 0. En efecto, recordando que f’(x;-) es convexa y z* € 9(f'(x;-))(v),
tenemos que

f'(@v) = (2%, 0) = fi(z;0) + (27,0 —v) < f'(2;0) =0,
lo que muestra que (z*,v) — f/(z;v) > 0. Por otro lado, si (z*,v) — f'(x;v) > 0 entonces
tomando A > 0, tendrfamos que f'(z; A\v) = Af’(z;v) y por lo tanto,
(", \v) — f'(x; \v) = A({(z*,v) — f'(z;v)) A2F0 4o
Esto serfa una contradiccién, pues para todo A > 0, (Av, f/(x; \v)) € E.
Luego, notando que para todo u € R el par (u, f(z +u) — f(z)) € E tenemos que
(z%,u) — f(2) — f(z+u) = (@",u) = (flz +u) - f(z)) < (2",0) — f'(z;v) = 0.
Esto demuestra que z* € 9f(x), y por lo tanto,
9(v) = (z",v) = f'(z;v).
Concluimos entonces que g(v) = f/(z;v), lo que termina la demostracién.
O
Para cerrar esta seccién, veremos que las funciones convexas son particularmente bien adaptadas
para problemas de minimizacién, pues los minimos globales pueden ser caracterizados mediante la
ecuacién V f(z) = 0. Los puntos que satisfacen la igualdad anterior (sea f convexa o no) se conocen
como puntos criticos de f y ahondaremos mas en ellos en los capitulos venideros. En el caso convexo

no-diferenciable, decimos que x es punto critico de f si 0 € df(z), lo que generaliza la ecuacién
Vf(x) = 0 para el caso diferenciable, gracias a la Proposicién 2.28.

Para una funciéon f : R™ — R diferenciable sabemos que, si un punto x es minimo global de f,
entonces es minimo local también. A su vez, si  es minimo local de f, entonces es punto critico,
es decir, verifica que V f(z) = 0. Sin embargo, en general, un punto critico no tiene por qué ser
minimo local, y un minimo local no tiene por que ser minimo global. Lo impresionante es que para
las funciones convexas estos tres conceptos son equivalentes.

Teorema 2.29 (Regla de Fermat para funciones convexas). Sea f : R™ — R una funcién convezra
y x € R™. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) x es minimo global de f en R™.
(i) @ es minimo local de f en R™.

(iii) 0 € Of (x).

Demostracion. Claramente (i) =>(i4). Veamos ahora que (#i) =(i44). Sea x € R™ un minimo local de
f. Entonces, existe 6 > 0 tal que para todo z € B(z,J), se tiene que

f@) =0,z —2) + f(x) < f(2).
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Tomemos ahora z € R” y ¢t € (0,1) lo suficientemente pequenio tal que z; =tz + (1 — t)x € B(x, ).
Entonces, tenemos que

f@) < f(z) <tf(2) + (1 =) f ().

Luego, restando a ambos lados (1 — t) f(z) y dividiendo por ¢, podemos escribir

0,2 =)+ f(z) = fz) < f(2),

por lo que concluimos que 0 € df(x). Para terminar, demostremos que (iii) =-(7). Supongamos que
x € R™ es un punto critico de f, es decir, tal que 0 € df(z). Entonces, para todo z € R™, tenemos
que

f(@) = f(x) + (0,2 — ) < f(2).

Esto concluye la demostracion. O

2.6 Ejercicios Capitulo 2

P1. Muestre que C C R™ es un conjunto convexo si y solamente si para todo k € N, para todo
{x1,...,2} C Cyparatodo {A1,..., A} C Ry tal que Zle i =1, setiene que >, \jz; €
C.

P2. (Desigualdad de Jensen) Sea C C R™ un conjunto convexo. Muestre que una funcién f :
C — R es convexa si y solo si, para todo k € N, para todo {z1,...,2x} C C y para todo

{A1,..., A} C Ry tal que Zle A; = 1, se tiene que
k n
f (Z Aﬂh‘) <Y NS (@),
i=1 i=1

P3. Una funcién A : R™ — R™ se dice lineal afin si existen T : R™ — R™ transformacién lineal y
b e R™ tal que A(z) = T(z) 4+ b para todo « € R™. Muestre que

= Si C C R™ es convexo y A : R" — R™ es una funcién lineal afin, entonces A(C) es
convexo.

= Sig:R"™ — R es una funcién convexa y A : R” — R™ es una funcién lineal afin, entonces
f = go A es convexa.

P4. (Lema de prolongacion) Sea C C R™ y sea V el espacio paralelo a aff(C'). Muestre que si
xo € rint(C) y d es un vector en V, entonces existe € > 0 lo suficientemente pequefio tal que

xo + td € rint(C), Vt € [0,¢].

P5. (Cambio de Variables) Sea C un conjunto convexo no-vacio en R™ con dimensién afin adim(C) =
my f:C — R una funcién convexa. El objetivo de este problema es mostrar que podemos
hacer un cambio de variables T' : R™ — aff(C') y construir D C R™ y g : D — R de tal manera
que

= D es un conjunto convexo con 0 € intD.
= g es convexa.

» T es invertible, T(D) =Cy f =go T~ %
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Para esto, siga los siguientes pasos:

a) Muestre que si zg € rint(C) y V es el subespacio paralelo de aff (C'), entonces D; = C'—zg
es convexo, 0 € rint(D,) y aff(Dy) = V.

b) Muestre que si {z1,...,2mn} es una base del subespacio V, entonces el conjunto

D= {AeRm : meepl}
=1

es convexo y que 0 € int(D).

¢) Muestre que T : R™ — aff (C) dada por
T()\) =+ Z )\izi
i=1

es lineal afin e invertible.

d) Muestre que la funcién g = f o T es convexa. Concluya el resultado.

P6. Sean C y C5 dos conjuntos convexos disjuntos de R™, tal que el conjunto
0101*02:{1’17I2 :xp € Ch,x0 ECQ}

es cerrado. Muestre que en tal caso existe un hiperplano H = [(z*,-) = o] (con z* # 0) que
separa estrictamente Cy y Cs.

Hint: Considere £ = Px(0). Muestre que £ = Z; — Ty para algin par z; € C1 y T3 € Ch.
Verifique que
Iy = Po,(22) y @2 =Pc,(%),

v luego replique el argumento de la demostracion del Teorema 2.22.

P7. Una funcién o : R™ — R se dice sublineal si cumple que
= (subaditividad) Para todo z,y € R", o(x +y) < o(z) + o(y).
» (homogeneidad positiva) Para todo z € R” y todo A > 0, o(Az) = Ao (x).
(a) Muestre que toda funcién sublineal es convexa.

(b) Sea f:R™ — R es una funcién convexa. Muestre que para todo x € R™, la derivada direc-
cional f'(x;-) es una funcién sublineal. Hint: Para demostrar la subaditividad, observe
que para u,v € R™ y t > 0 se tiene que

fl+tu+v) = f (3 +2tu) + L(z + 2tv))

Usando la identidad anterior, ocupe dlgebra de limites y la convexidad de f para mostrar
la desigualdad deseada.

P8. Muestre, ocupando las caracterizaciones de primer orden de convexidad que
a) La funcién f: R — R dada por f(z) = e” es convexa.

b) La funcién f : (0,+00) — R dada por f(x) = 27! es convexa.
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CAPITULO 3

Optimizacién sin Restricciones

En este capitulo, nos enfocaremos en el problema de optimizacién sin restricciones, es decir, en el

problema
{ 3.1
min f(z), (3.1)
donde f : R™ — R es una funcién de clase C'. Recordemos que f es una funcién de clase C! si es
diferenciable en todo punto y su gradiente Vf : R — R™ es una funcién continua.

Salvo que tengamos una condicién como la convexidad, que nos permita traducir comportamiento
local a comportamiento global (como ocurre en el Teorema 2.29), lo mejor que podemos esperar en
el Problema (3.1) es encontrar soluciones locales. La intuicién detrds de esta limitacién es que es
imposible (computacionalmente hablando) explorar todo el espacio R”.

Resolver el problema (3.1) de manera local significa encontrar un punto x € R™ (de manera exacta
o aproximada) tal que

£(@) < f(2), Vz€ B(@,0). (3.2)

Sin embargo, atacar este problema directamente puede ser dificil e incluso imposible. Basicamente, el
problema nuevamente es que en general la condicién de optimalidad local (3.2) no se puede verificar
computacionalmente.

Por ende, en vez de buscar una solucién local de manera directa, aprovecharemos la informacién de
primer orden de la funcién f para buscar puntos “candidatos a solucién”: Es decir, a partir de un
punto inicial zy € R", buscaremos un punto € R” tal que

» f(2) < f(@o); y que
= cumpla alguna condicion de optimalidad verificable.

Con algo de suerte, el punto T que encontremos serd un 6ptimo local de f.

3.1 Condiciones de optimalidad

En esta seccién, formalizaremos lo que significa condicion de optimalidad verificable. Supongamos
que tenemos una propiedad P(f,x) que puede ser verdadera o falsa, dependiendo del punto z € R™
y la funcién f. Diremos que la propiedad es verificable si es posible construir un algoritmo que,
conociendo f y x, me permita evaluar P(f,z).

= Condiciones necesarias de optimalidad: Son propiedades que verifican la siguiente impli-
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cancia
Z es 6ptimo local de f = P(f, ) es verdadera.

Una condicién necesaria nos permite encontrar puntos candidatos a solucién. Idealmente, las
condiciones necesarias son tiles si buscar puntos que las satisfagan (o sea, tal que P(f,z) es
verdadera) es “mds facil” que buscar éptimos locales.

= Condiciones suficientes de optimalidad: Son propiedades que verifican la siguiente im-
plicancia
P(f,z) es verdadera = Z es 6ptimo local de f.

Una condicién suficiente nos permite evaluar si puntos encontrados son soluciones locales.
Idealmente, las condiciones suficientes son utiles si verificarlas es “mas facil” que verificar
optimalidad local.

La estrategia general de un algoritmo de optimizacién es la siguiente: Buscar candidatos a solucién
utilizando una condicién necesaria, y luego verificar si los candidatos son solucién utilizando una
condicién suficiente. En el caso de funciones diferenciables, ocuparemos la condicién necesaria de
puntos criticos.

Definicién 3.1 (Punto Critico). Sea f : R™ — R una funcidén diferenciable. Decimos que x € R™
es un punto critico de f si

Vf(z)=0.
St x € R™ no es un punto critico de f, entonces se dice punto regular de f.

Observe que si f es una funcién diferenciable para la cual conocemos V f, la condicién de punto
critico es verificable: Para un punto = € R™ basta evaluar Vf en = y ver si es igual o distinto de 0.

Proposicién 3.2 (Condicién Necesaria de Optimalidad de primer orden). Sea f : R — R una
funcion diferenciable y T € R™. Se tiene que

Z es minimo local de f = T es punto critico de f.

Demostracion. Supongamos que T es 6ptimo local de f. Eso significa que existe § > 0 lo suficiente-
mente pequeno tal que

Sea ahora v € S,,. Como ||v|| = 1, tenemos que = +tv € B(z,d) para todo t € (0, ). Luego, tenemos
que

(VF(@),0) = f(z:0

= lim
t—0 t
- m f(ﬂf+tv)—f(x)20.
(0,6)>t—0 t
Por lo tanto, (V f(z),v) > 0 para todo v € S,,, lo que implica que V f(z) = 0. O

Proposicién 3.3 (Condicién necesaria de segundo orden). Sea f : R™ — R una funcién de clase
C? yz € R". Se tiene que

T es minimo local de f = V*f() es semidefinida positiva.

Demostracién. Sea T minimo local de f. Razonemos por contradiccién, y supongamos que V2 f(z)
no es semidefinida positiva, es decir,

3desS,, d'V?f(z)d<O0.
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Como f es de clase C?, entonces el hessiano V2 f : R™ — M,,«,(R) es continua. Luego, existe § > 0
lo suficientemente pequeno tal que

d'V2f(z)d <0, VYze€ B(x,0).

Achicando 4 si es necesario, podemos asumir que f(Z) < f(z) para todo z € B(Z, ¢). Luego, tomando
€= g y ocupando el teorema de expansién de Taylor, sabemos que existe ¢t € (0, 1) tal que

f(@) < f(z+ed) = f(z)+ (VF(Z),ed) + %dTvzf(j +ted)d < f(Z),
————

=0

<0
lo cual es una contradiccion. O
Ambas condiciones necesarias (Proposiciones 3.2 y 3.3) son verificables. En efecto, como ya mencio-
namos, para la condicién necesaria de primer orden basta evaluar el gradiente. Por otro lado, para

la condicidn necesaria de segundo orden, basta calcular los valores propios del hessiano, y recordar
que para una matriz simétrica A € M,,x,,(R) se tiene que

1. A es semidefinida positiva si y solo si sus valores propios son todos no-negativos.
2. A es definida positiva si y solo si sus valores propios son todos estrictamente positivos.

Finalmente, ocupando la segunda de las afirmaciones precedentes, podemos también enunciar una
condicion suficiente de segundo orden, también verificable.

Proposicién 3.4 (Condicién Suficiente de segundo orden). Sea f : R™ — R una funcidn de clase
C? yx € R". Se tiene que

x es punto critico de [ y

V2f(2) es definida positiva = 30 > 0 tal que f(x) < f(2) para todo z € B(z,9) \ {z}.

En tal caso, decimos que x es un minimo local estricto de f.

Demostracién. Como V2f es continua y V2f(x) es definida positiva, entonces existe § > 0 tal que
V2 f(2) es definida positiva, para todo z € B(z, ).
En efecto, si asi no lo fuera, existirfa una sucesién zp — 2 y una sucesién (di) C S, tal que
Vk € N,dFV2f(2)dy < 0.
Como §,, es compacto, existe una subsucesion (d,) convergente, digamos con lim;dy, = d € S,.
Luego,
T2 (T o2
d*Vef(z)d = hjr_ndkjv f(zr;)dr; <0,
lo cual serfa una contradiccién con el hecho de que V2 f(x) es definida positiva.

Luego, para todo z € B(x,9) \ {z}, existe £ € (x, z) tal que

f(2) = f(@) + (Vf(2), 2 — x) + 5(2 = 2) V2 f(€) (2 — 2) > f(x).

=0 >0
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3.2 Algoritmos de busqueda lineal

Supongamos que queremos resolver el problema (3.1) para una funcién f : R™ — R diferenciable,
y que contamos con un punto inicial zy € R™. Un algoritmo iterativo se dice Método de busqueda
lineal si en cada iteracion k € N, construimos ;41 como

Tht1 = Tk + QpV, (33)

donde v, € R™\ {0} y ax > 0. Si 24 no es un punto critico, queremos que el siguiente iterando x4
sea un mejor punto que xy, es decir, queremos que f(zp4+1) < f(zx). En cada iteracién, el algoritmo
debe seleccionar una direccién v, € R™ \ {0}, y luego buscar el paso aj > 0 para “avanzar” en la
direccién v, produciendo el siguiente iterando xpy1. El término busqueda lineal se refiere a que
ZTr41 se busca a través de la linea xy + Ry vg. La Figura 3.1 muestra gréaficamente las iteraciones de
un método de biisqueda lineal para una funcién f : R2 — R.

Figura 3.1: Puntos producidos por un método de biisqueda lineal (estrellas en rojo), para la funcién
f(x,y) = 22 + 2y + 3y?, con punto incial (zg,y0) = (3,3). Las elipses son curvas de nivel de la
funcién f. El método converge al minimo global (z*,y*) = (0,0).

Para que un algoritmo de bisqueda lineal tenga posibilidades de encontrar un minimo local, necesi-
tamos que la direccién v, de biisqueda nos entregue un mejor punto que el inicial. Para lograr esto,
vy, debe ser una direccion de descenso de f en wy.

Definicién 3.5 (Direccién de descenso). Sea f : R™ — R una funcidn continua y x € R™ tal que
la derivada direccional f'(x;-) estd bien definida. Decimos que v € R™ \ {0} es una direccién de

descenso de f en x si
’ t—0 t

< 0.

Cuando la funcién f : R™ — R es diferenciable, es posible caracterizar las direcciones de descenso a
partir del gradiente de f.

Proposicion 3.6. Sea f : R — R una funcion diferenciable y x € R™ un punto regular de f.
Entonces, se tiene que
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V/(z)
V(@)

1. La direccion v := — es la direccién de maximo descenso, en el sentido que

f(x;0) < fl(z;v), YveS,.
2. Para todo v € R™\ {0}, se tiene que

™
0 = arccos((7,v)) < 5 eV es direccion de descenso de f en x.

Demostracion. Tomemos v € S,,. Tenemos que

fla;v) =(V(2)v)
=V @)l
—IVf@)l = (Vf(z),7) = f(z;0).

Concluimos entonces que 7 es la direccién de méximo descenso de f en z. Para la segunda parte,
notemos que

Y

fx;v) = (Vf(@),v) = =IVf(@)[(7,v) = =1V f(@)ll[|]v[] cos(8).
Por lo tanto, como 6 € [0, 7] tenemos que
v es direccién de descenso <= cos() >0 <= 0 < 7/2.

Esto concluye la demostracion. O

La proposiciéon anterior se puede interpretar geométricamente ocupando los conjuntos de subnivel
de la funcién f. En efecto, consideremos el conjunto S = [f < f(x)]. Cuando f es de clase C!,
se puede demostrar que el hiperplano H = [(Vf(z),:) = (Vf(x),z)], es tangente a S en el punto
x. Por lo tanto el vector V f(z) es el vector exterior a S y ortogonal a H. Similarmente, el vector
v=—-Vf(x)/||Vf(z)| es el vector ortogonal a H que apunta hacia el interior de S. Finalmente, si
un vector v € R™ \ {0} forma un dngulo § < /2 con 7, entonces también apunta hacia el interior
de S. Eso significa que existe § > 0 lo suficientemente pequeno tal que

x+tres, Vte(0,9).

Lo anterior es equivalente a que v sea una direccion de descenso: Para un o > 0, x 4+ av estd en el
interior de S y por lo tanto f(xz 4+ av) < f(z). La Figura 3.2 muestra esta interpretacién.

Observacién 3.7. Cabe destacar que al momento de elegir una direccidn de descenso v € R™\ {0}
para f en x, es equivalente tomar v directamente o tomar el vector normalizado v/||v||. Esto pues
en la férmula (3.3), el paso o > 0 que elegimos para v se reemplaza por el paso a-||v|| para el vector

v/|vll.
La Proposicion 3.6 nos entrega una férmula directa para seleccionar la direccién de descenso vy en
la expresion (3.3):

= Si zy no es punto critico de f, entonces tomar vy = —V f ().

= Si x; es punto critico de f, entonces la biisqueda termina, pues x es un candidato a minimo
local (ver Proposicién 3.2).

Esta estrategia se conoce como Algoritmo de mdzximo descenso, pues en cada iteracién k, toma
la/direccién de méaximo descenso de f en el iterando . Sin embargo, incluso si consideramos la
direccién de maximo descenso, ain debemos escoger el paso aj > 0. Si el paso escogido no es lo
“suficientemente bueno”, entonces el método de buisqueda lineal puede fallar en encontrar puntos
criticos.
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Figura 3.2: Interpretacién geométrica de direccién de descenso. En negro, las curvas de nivel. En
azul claro rellenado, el conjunto de subnivel S = [f < f(z)]. En rojo, el hiperplano H y el vector
Vf(z), ortogonal a H y exterior a S. En azul, los vectores de descenso v = —V f(z)/||Vf(z)| y v,
que forman un dngulo 6 < 7/2.

Ejemplo 3.8 Consideremos la funcién f : R — R dada por f(t) = t?. Sabemos que f alcanza su
tnico minimo global en ¢t = 0, que a su vez es el Unico punto critico de f. Por otro lado, para t # 0
tenemos que la direccién de méximo descenso esta dada por

140 2 {1 si t <0,

TIFOL T 2t -1 sit>o.

’

Tomemos ty = 2 y para cada k € N, fijemos vy = —% vy ai = 4. En este caso, tenemos que

k pa
t=to4+dvg=2—4=-2 o

to=t1 +4r1 =—-2+4=2

k impar

si k es par,

2
tpy1 =t +4v = . .
—2  si k es impar.
Figura 3.3: Iteracion de maximo descenso pa-
_ 2 _ _ '
ra f(t) = t% con ai = 4, v = or Y
to = 2.

Es decir, en este caso la sucesién (t;) oscila entre 2 y -2, y nunca converge a un punto critico. El
problema acé es que «j, es demasiado grande.

Por otro lado, tomemos tg = 3, v = —ﬁ;;g%’;;‘ vy ap = Qi En este caso, tenemos que

En este caso, la sucesién (t;) converge, pero el limite ¢ = 1 no es un punto critico de f. El problema
aqui es que o es muy pequeno. O
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ti1=to+1rpy=3—-1=2

7«‘227«‘1-1-1V1=2—1=§ | |
2 2 2
i 1 k>
tk+1:t0—Z§ —3-2=1.
j=0 Figura 3.4: Iteracion de maximo descenso pa-
ra f(t) =t con ap, = 1/2%, v}, = —\}0183\ y

to = 3. En azul, el limite £ = 1.

3.2.1. Selecciéon de paso: Condiciones de Armijo y Wolfe

Supongamos que hemos disenado un método de busqueda lineal que en cada iteracion xj selecciona
una direccién de descenso vy (puede ser v, = =V f(zx)/||V f(xr)|| como en el caso del algoritmo de
méximo descenso, u otra diferente). En esta seccién estudiaremos cémo seleccionar «y > 0 de tal
manera que no sea ni muy grande ni muy pequeno, y evitar comportamientos indeseados como en
el Ejemplo 3.8.

Definiendo la funcién ¢ : [0,400) — R dada por ¢(a) = f(zx + avy), nos gustaria seleccionar el
paso ay, que resuelve el problema

min ¢(«). (3.4)

a>0

Sin embargo, salvo casos particulares, esto resulta demasiado costoso computacionalmente o sim-
plemente impracticable. Por lo tanto, estudiaremos condiciones para seleccionar «j de tal manera
que garanticen dos cosas: 1) Suficiente descenso, o sea, que f(xy + apvy) sea lo “suficentemente
mejor” que f(xy) (esto evita el comportamiento oscilante del primer caso del Ejemplo 3.8); y 2)
Suficiente variacidn, o sea, que el punto g + ag v esté los “suficientemente lejos” de xy (esto evita
la convergencia prematura del segundo caso del Ejemplo 3.8).

Definicién 3.9 (Condiciones de Wolfe). Sea f : R™ — R una funcién de clase C*, x € R™ un punto
reqular de f y v una direccion de descenso de f en x. Sea c; € (0,1) y ca € (c1,1). Decimos que
a >0 cumple

1. La condicién de descenso suficiente (o condicion de Armijo) si
f@+av) < f(z) + (c1a)(Vf(z),v). (3-5)

2. La condicion de curvatura si
(Vi +av),v) = ex(Vf(),v). (3.6)
Finalmente, decimos que a cumple las condiciones de Wolfe si satisface ambas condiciones, de

descenso suficiente y de curvatura.

La condicién de Armijo (3.5) nos dice que f(z 4+ av) debe estar por debajo de la aproximacién
lineal afin £;, () := f(z) + (c1a){Vf(x),v). Como ¢; < 1, esto nos dice que £, estd por sobre la
aproximacién de Taylor de primer orden de f en el rayo x + R, v, es decir,

ley (@) > f(z) + a(Vf(2),v),
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y por lo tanto siempre es posible encontrar « > 0 que satisfaga la condicién de Armijo, como ilustra
la Figura 3.5a.

« aceptable « aceptable

(a) Hustracién de condicién de Armijo. En negro, (b) Hustracién de condicién de Curvatura. En
la funcién ¢(a) = f(z + av). En axul, la apro- negro, la funcién ¢(a) = f(z + av). En azul,
ximacién de primer orden de ¢ en 0. En rojo, la aproximacién de primer orden de ¢ en 0. En
la funcién £, (o) que determina la condicién de rojo, las rectas asociadas a las derivadas de borde
Armijo. @' (o) = c29'(0).

La condicién de curvatura, por otro lado, es un condicién que fuerza a buscar « lejos de 0. En efecto,
como (Vf(x),v) < 0, la ecuacién (3.6) fuerza a que la pendiente ¢’ (a) de la funcién ¢(a) = f(z+av)
crezca lo suficiente con respecto a la pendiente ¢'(0). Dado que ¢' : [0,400) — R es continua,
necesariamente a debe ser al menos suficientemente grande para acercarse al primer punto critico
a* de ¢, que es cuando ¢'(a*) = 0.

Cuando ¢'(0) = (Vf(x),r) es muy negativo, entonces la condicién de curvatura fuerza a que «
esté més lejos de 0. Por el contrario, si (Vf(z),r) es muy cercano a cero, la condicién de curvatura
comienza a cumplirse para valores de @ mas cercanos a 0. Esto estd ilustrado en la Figura 3.5b.

Observaciéon 3.10. En implementaciones, debemos elegir los valores de ¢1 y co con los que traba-
jaremos. Normalmente, ¢, se elige como un valor pequerio, tipicamente ¢, = 10~*. Por otro lado,
dependiendo del método que se ocupe, tipicamente co se fija en algin valor entre 0.1 y 0.9.

Las condiciones de Wolfe pueden ser reemplazadas por una versién mas fuerte, que considera reforzar
la condicién de curvatura.

Definicién 3.11 (Condiciones fuertes de Wolfe). Sea f : R* — R una funcién de clase C*, x € R"
un punto regular de f y v una direccidn de descenso de f enx. Seacy € (0,1) yca € (c1,1). Decimos
que o >0 cumple las condiciones fuertes de Wolfe si cumple la condicion de Armijo (3.5) y la
condicion de curvatura fuerte dada por

[(Vf(z 4+ av),v)| < [V (2),v)]. (3.7)
Las condiciones fuertes de Wolfe aseguran decrecimiento suficiente pero ademas piden que « esté lo
suficientemente cerca de un punto critico de la funcién ¢(a) = f(z + av).

El siguiente teorema nos asegura que, para problemas acotados, siempre podemos encontrar un paso
a que cumpla las condiciones de Wolfe, e incluso las condiciones fuertes de Wolfe.

Teorema 3.12. Sea f : R® — R una funcién de clase C*, v € R™ un punto reqular de f y v
una direccion de descenso de f en x. Sean ¢1 € (0,1) y ca € (c1,1). Supongamos ademds que f es
acotada inferiormente en el rayo

z+Ryv={c+av : a>0}.

53



Escuela de Ingenieria Universidad de O’Higgins

Entonces
1. existe a > 0 que satisface las condiciones de Wolfe para c1 y co.

2. existe o > 0 que satisface las condiciones fuertes de Wolfe para c1 y co.

Demostracion. Tomemos la funcién ¢ : [0,400) — R dada por ¢(a) = f(z + av) y la funcién
le, : [0,+00) = R dada por 4., (a) = f(x) + (c1(V f(z),v))a.

Veamos primero que existe 6 > 0 tal que ¢(a) < £, (a) para todo « € (0,9). En efecto, si asi no lo
fuera, tendriamos que existe una sucesién aj — 0 tal que ¢(a) > €., (ay), para todo k € N. Luego,
notando que ¢(0) = £, (0), tendrfamos que

(Vf(@),v)=¢'(0)
_ 1 2ex) — ¢(0)
k (097
Ecl (ak) - 661 (0)

> lim
k (677

= c(Vf(z),v),

lo cual serfa una contradiccién, pues (Vf(z),v) <0y ¢; € (0,1).

Ahora, como f es acotada inferiormente a lo largo del rayo z + R v, tenemos que infy,>q ¢ > —o0.

Como (Vf(z),v) < 0, tenemos que £, (o) 2= 0. Por lo tanto, notando que £, (6/2) —
#(6/2) > 0 y que existe un « > 0 lo suficientemente grande tal que ., («) — ¢(a) < 0, podemos
aplicar el Teorema del Valor Intermedio, concluyendo que existe al menos un valor & > 0 tal que
¢(a) = L., (@). Definamos

o =f{a>0: ¢(a) =4, (a)}.

Sabemos que necesariamente o > 0, o de lo contrario llegariamos a la misma contradiccién que al
principio de la demostracién. Més atin, por el mismo razonamiento, la condicién de Armijo (3.5) se
cumple para todo « € (0,a’). Luego, aplicando el Teorema del Valor Medio, necesariamente existe
a” € (0,a/) tal que

¢(a’) = ¢(0)

=l O o (95w)0) > e(VF@).0).

(0%

(Vi +a"v),v) = ¢'(a") =

Por lo tanto, o’/ cumple también la condicién de curvatura (3.6). Mds ain, tenemos que
(Vi@ +a"v),v)| =l (V(2), V)] < (V) V)],

y por lo tanto o’ cumple también las condiciones fuertes de Wolfe. Esto concluye la demostracién.
O

Observacién 3.13. Cuando reemplazamos la direccion de descenso v € R™ \ {0} por el vector
normalizado v/||v||, se tiene la siguiente equivalencia:

a cumple las condiciones de Wolfe para

vl
=
ﬁ cumple las condiciones de Wolfe para v.

La misma equivalencia se tiene para las condiciones fuertes de Wolfe. Por lo tanto, es equivalente

considerar v o v/||v| como direccion de descenso, como se menciond previamente en la Observacion
3.7.
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El siguiente teorema, aunque a primera vista algo técnico, es la herramienta fundamental que nos
permite asegurar que los métodos de busqueda lineal son exitosos, en el sentido que producen
secuencias de iterandos (x) que aproximan puntos criticos.

Teorema 3.14 (Zoutendijk). Sea f: R™ — R una funcion de clase C, xo € R™. Supongamos que
f es acotada inferiormente y que existe un abierto A con [f < f(xo)] C A tal que V[ es Lipschitz
en A, es decir, tal que existe L > 0 que cumple que

IVf(z1) = Vf(z2)|| < Ll|z1 — 22|, V21,22 € A

Sean ¢1 € (0,1), ¢ € (¢1,1) y sean tres sucesiones (x)reny C R™, (Vk)ken CR™\ {0} v (ag)ken C
(0, +00) tal que

(i) Para todo k € N, xp41 = xp + agvi ¥ f(zrg1) < f(zr).
(i) Para todo k € N, vy, es una direccion de descenso de f en xy,.

(iii) Existe ko € N lo suficientemente grande tal que para todo k > ko el paso «y satisface las
condiciones de Wolfe con c1 y co, para el punto xy y la direccion vy.

Entonces, se tiene que

D cos® (0k) |V £ (k) ||* < +o0, (3.8)
k=0

donde, para todo k € N, 0y, es el dngulo entre vy, y V f(xy).

Demostracion. Sin perder generalidad, tomemos ky = 0. Usando la condicién de curvatura (3.6),
tenemos que para todo k € N

(Vf(@rs1) = Vf(zr),ve) = (Vf(xk + apvr) — V(@r), vk) > (ca — IV f(zk), vk)-

Por otro lado, la condicién de Armijo (3.5) implica que para todo k € N, f(xr11) < f(xx) y por lo
tanto xy, € [f < f(xo)] C A. Luego, podemos ocupar la condicién de Lipschitz de V f para escribir

(Vf(@es1) = VI(@r), k) < Lllwggr — el lvell = Log|Jve |-

Mezclando ambas desigualdades, concluimos que para todo k € N,

Ocupando nuevamente la condicién de Armijo (3.5), tenemos que

1—co (Vf(zr),vi)?

f(xry1) < flor) = (—ar)er(Vf(ar), ve) < flar) —a

Finalmente, recordando que cos(y) = <%, concluimos que para todo k € N

f(@es1) < flap) — ccos(0x)? ||V f ()],

Razonando por induccién, tenemos que para todo k € N

k
F(zre1) < flzo) =Y cos(8))° [V f ()]

=0
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Finalmente, como f es acotada inferiormente, tenemos que (f(zy))r es una sucesién decreciente y
acotada, y por lo tanto

k
ZCOS 2|V £( (x;) N? = Z |Vf(xj)||2
j=0
f(zo) = fl@rs1)

c

< flao) = inf f < 4o0.
C

O

Bajo las hipotesis del teorema de Zoutendijk, podemos dar condiciones suficientes para que la
sucesién (zy)ren aproxime un punto critico, en el sentido que

1 |V £ ()] = 0. (3.9)

Cuando una sucesién (xx) producida por un algoritmo iterativo satisface (3.9), decimos que (zy)
es globalmente convergente. Esta es la convergencia mas fuerte que podemos lograr, y nos dice que
mientras mas grande sea la iteracién k, més se parece x, a un punto critico de f.

La condicién suficiente es que la direcciones de descenso v, nunca estén muy cerca de ser ortogonales
al gradiente V f(zy), es decir, que 0}, esté siempre “lejos”de /2.

Corolario 3.15. Sea f : R™ — R una funcion de clase Ct, xg € R", y (zx) C R™ una sucesion de
la forma
Tp41 = Tk + iV, Vk € N.

Supongamos que se tienen las condiciones del Teorema 3.1/ y ademds supongamos que existen kg € N
y 6 >0 tal que
Vk > ko, cos(fy) > 9.

Entonces, (zy) es globalmente convergente, es decir, ||V f(xg)|| — 0. En particular, si |

Hgﬁw, entonces (1) es globalmente convergente.

3.2.2. Algoritmo de Backtrack para encontrar pasos inexactos

En esta seccion veremos cémo calcular un paso o > 0 que cumpla las condiciones de Wolfe, dadas
una funcién f : R™ — R, un punto regular z € R™ y una direcciéon de descenso v.

La primera opcién es encontrar o > 0 como el minimo global del problema (3.4). Cuando esto es
posible, decimos que « es un paso exacto para f en x y con direccién v.

La segunda opcién es buscar computacionalmente un paso « a través del rayo x + R v. Para esto,

normalmente tomamos un pardmetro amsx > 0 fijo (en algunos algoritmos se toma amsx = 1),
asumimos que ||v|| =1 y definimos
Omiax Si amax cumple la condicién de Armijo
=< .
o' € (0, amsx) sl no,

donde o/ es un valor encontrado algoritmicamente y que cumple ambas condiciones de Wolfe. Cuando
el paso « es construido de esta manera, se dice que es un paso inexacto para f en x y con direccién
v. Observe que fijar un valor maximo «g para buscar el paso inexacto aun preserva los resultados
del Teorema 3.14 y del Corolario 3.15 (Ver Problema P1. de la Seccién 3.6).
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Para encontrar el paso «y € N, primero buscamos un un primer valor a* € (0, amsx] que cumpla la
condicién de Armijo, ocupando lo que se conoce como algoritmo de Backtrack.

Algoritmo 3.1: Algoritmo de Backtrack

1 Entrada: Funcién objetivo f; Punto z; Direccién de descenso v con ||v| = 1; amax > 0;
c1 € (0,1); p€(0,1).

Q — Qméx;

while f(z + av) > f(z) + (aa){Vf(x),v) do
| o poy

end

Return «; Salida: o que cumple condicién de Armijo.

[=>IL BN

El Algoritmo 3.1 comienza probando si @ = apsx satisface la condicién de Armijo. En tal caso,
devuelve apnsx, pues nunca entra al ciclo-while. Si no, comienza a contraer a reemplazandolo por
pa, hasta alcanzar un valor de « lo suficiente pequeno tal que la condicién de Armijo se satisfaga.
El resultado es el primer valor en {p?amsx : j € N} que cumple dicha condicién. Dado que v es
una direccién de descenso, se tiene necesariamente que el Algoritmo 3.1 termina en finitos pasos.

Ahora que sabemos encontrar valores que cumplan la condiciéon de Armijo, podemos de hecho buscar
« que cumpla las condiciones de Wolfe. El paso clave es el siguiente lema.

Lema 3.16. Sea (f, z, amax, ¢1,p) la entrada del Algoritmo 3.1 y co € (¢1,1). Sean «, B € (0, Amax)
tal que o < B, a cumple la condicion de Armijo (3.5), y 8 no. Entonces, al menos una de las
siguientes afirmaciones es verdadera:

1. « satisface las condiciones de Wolfe.

2. existe un subintervalo (a,b) C («a, 8) que satisface las condiciones de Wolfe.

Demostracion. Supongamos que la primera afirmacion no se tiene. Eso significa que « no satisface
la condicién de curvatura (3.6), es decir,

(Vf(z+ av),v) < co{Vf(x),v).

Definamos ¢ : [0, +00) — R como ¢(t) = f(z+tv) y £: [0,400) = R como £(t) = f(z)+ert{f(x),v).
Como ¢3 > ¢1 y (Vf(z),v) <0, tenemos que de hecho

¢'(a) = (Vf(z +av),v) <c(Vf(x),v) <cr(Vf(z),v) = (a)
Repitiendo el razonamiento del Teorema 3.12, sabemos que
r=mf{t >a : o)=Lt} € (o, 8),

y mas atn, para todo t € (a, ), tenemos que ¢(t) < £(t), es decir, ¢ satisface la condicién de Armijo
(3.5). Luego, ocupando el Teorema del Valor Medio para la funcién ¢ — ¢ en el intervalo [«, 7],
sabemos que existe b € (a, ) tal que

0=¢/(b) = (VS +bv),v) — 1 (Vf(a), ).

Luego,
(Vf(z+bv),v) = cr(Vf(x),v) > c2(Vf(z),v).

Como V[ es continua, tenemos que existe ¢ lo suficientemente pequeno tal que a =b—90 > a 'y
ademds
(Vf(x+tv) > ca(Vf(z),v), Vtée(a,b),

lo que concluye la demostracién. O
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Algoritmo 3.2: Algoritmo de Bisqueda lineal de paso inexacto (LineSearch)

1 Entrada: Funcién objetivo f; Punto z; Direccién de descenso v; aumax > 0; ¢1 € (0,1);
¢ € (c1,1); p€(0,1).

2 Normalizar v: v/ + v/||v|;

3 « < Bactrack(f, z, V', amax, ¢1, p);

4 if (@ = amax) or (a cumple curvatura) then
*

5 of =
6 Return o* = |jv||~ta*;

7 end

8 B a/p;

9 while TRUFE do

10 a — a—gﬁ;

11 if f(z+a*v) > f(x) + (aa™)(Vf(z),v) then

12 ‘ B+ a*; // Si falla Armijo, bajamos la cota superior
13 else if (Vf(z+ a*v),v) < co(Vf(x),v) then

14 ‘ a o’ // 8i falla Curvatura, subimos la cota inferior.
15 else

16 | Return o = [[v]|~ta*;

17 end

18 end

19 Salida: a*; que cumple las condiciones de Wolfe.

El Lema 3.16 nos asegura que podemos encontrar un paso que cumpla las condiciones de Wolfe en
finitas iteraciones mediante el Algoritmo 3.2. Lo primero es normalizar la direccién de descenso y
ocupar el Algoritmo de Backtrack para producir un primer candidato « € (0, amax]. Hay dos casos
de borde: 1) Si a = amax, entonces estamos en la cota superior y terminamos la bisqueda. 2) Si «
satisface la condicién de curvatura, entonces ya tenemos el paso que cumple lo requerido.

Si estas situaciones de borde no se tienen, siginifica que el Algoritmo 3.1 entregé a = p? amay con
j > 0. Eso significa que 8 = a/p = p’ “Lamax no satisface la condiciéon de Armijo. Por lo tanto, el
lema 3.16 nos asegura que hay un intervalo abierto (a,b) C («, 3) donde cualquier paso a* € (a,b)
cumple ambas condiciones de Wolfe. Para llegar a un punto en este intervalo, hacemos busqueda
binaria: Dividimos el intervalo (¢, 8) por su punto medio o* = (a + 8)/2. Si a* no es el punto que
buscamos, debemos quedarnos con uno de los subintervalos (a, a*) o (a*, 8) y volver a dividir. Para
esto, hay que asegurarse que el nuevo intervalo cumpla las condiciones del Lema 3.16: El extremo
inferior debe satisfacer Armijo, y el superior no. En finitos pasos, llegaremos al paso a* deseado.

En la practica, existes varios métodos diferentes para fijar amsx v también para seleccionar cémo
actualizar o* en la linea 10 del Algoritmo 3.2, diferentes a simplemente tomar el punto medio de los
extremos a y . Muchas veces, debido a errores de precisién numérica, es posible que la busqueda
del valor o* no se logre con éxito, y por lo tanto, se incluyen criterios de parada auxiliares, como por
ejemplo detener la bisqueda después de un niimero fijo (usualmente 10) iteraciones del while-loop
de las lineas 9-18 del Algoritmo 3.2. Cuando la busqueda se interrumpe, se entrega el valor o como
el extremo inferior del intervalo [«, 8], que al menos siempre satisface la condicién de Armijo.

3.3 Método de Maximo Descenso

Utilizando el Algoritmo 3.2, es posible finalmente formalizar el método de maximo descenso. Si bien
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el algoritmo iterativo (3.3) queda correctamente definido, es necesario incluir un criterio de Parada
(como se discutié en la Seccién 1.5), pues de lo contrario el proceso podria no terminar. En general
se consideran tres criterios de parada:

1. La norma del gradiente es lo suficientemente pequena, es decir, ||V f(zg)|| < e, para una
tolerancia € > 0 dada.

2. La distancia entre el iterando x; y el iterando anterior xj_; es suficientemente pequena, es
decir, ||zx — zk—1|| < &, para una tolerancia £ > 0 dada.

3. El nimero de iteraciones supera cierto umbral, es decir k > MaxIter, para algin MaxIter € N
dado. En tal caso, el algoritmo se detiene pues ya ha pasado demasiado tiempo sin obtener
resultados de convergencia favorables.

La implementacion del Método de Méximo Descenso con estos criterios se puede ver en el Algoritmo
3.3.

Algoritmo 3.3: Método de Mdximo Descenso (SteepestDescent)

1 Entrada: Funcién objetivo f; Funcién gradiente V f; Punto inicial z(; Tolerancia ¢ > 0.
2 Tcurr € X0; Tnext < Z0;

3 V< _Vf(xcurr);

4 if ||v|| < € then

5 | ¥ 4 Teurr;

6 Return (z*,Vf(z*));

7 end

8 for k = 1:Maxlter do

9 a <—MetodoPaso(f, a:curr,u) ; // Puede ser exacto, o inexacto como LineSeach
10 Tnext < Teurr T QV;

11 if |Znext — Tewrr]] <€ 0r ||V f(Znext)|| < € then
12 T* 4 Tnext;

13 Break;

14 end

15 Leurr — Tnexty V — _Vf(xcurr);
16 end

17 Return (z*,Vf(z*));
18 Salida: z* punto critico aproximado con f(z*) < f(zo), y su gradiente V f(z*).

Es comin tomar € = 107® como tolerancia en implementaciones. El caso ideal es cuando tanto

el primer criterio como el segundo criterio se cumplen: hemos encontrado un punto que aproxima
lo suficientemente bien a un punto critico. Cuando el algoritmo para tnicamente con el primer o
con el segundo criterio, también se considera correcto: si bien decimos que el algoritmo convergid,
no tenemos (a priori) garantias de que este punto sea cercano a un punto critico. Sin embargo, en
muchos casos, la detencién ocurre exactamente pues estamos cerca de un 6ptimo local. El dltimo
criterio se ocupa para asegurar que el algoritmo se detenga. Normalmente es el peor escenario, y
nos dice que el método de optimizacion no fue exitoso.

La idea de devolver el gradiente V f(z*) en la salida del Algoritmo 3.3 es para evaluar la condicién
de primer orden aproximada V f(z*) ~ 0. Con esto, y agregando un indicador del criterio de parada
con el que el algoritmo termind, es posible saber si SteepestDescent fue exitoso (criterios 1 y 2),
parcialmente exitoso (solo criterio 1 o solo criterio 2), o fallé (criterio 3). Ademds, podemos medir
el nivel de éxito: Si V f(z*) ~ 1079, significa que 2* es mds bien un punto estacionario aproximado.
En cambio, si Vf(z*) ~ 10712, computacionalmente hablando, el punto z* es pricticamente un
punto critico (10712 es practicamente igual a 0).
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3.3.1. Radio de convergencia del Método de Maximo Descenso

Gracias al teorema de Zoutendijk (Teorema 3.14), podemos asegurar condiciones suficientes sobre
la funcién f de tal manera que el Algoritmo 3.3 entregue un punto critico (aproximado) x* como
resultado. Sin embargo, nos gustaria saber qué tan rapido este algoritmo es capaz de encontrar dicho
punto x*.

Para responder esta pregunta, estudiaremos el radio de convergencia (ver Definicién 1.5) de la
sucesion (xy) que genera Método de Maximo Descenso. Partamos por un caso ideal, donde la funcién
f es una forma cuadrdtica pura, es decir,

1
fla) = 127 Qr, (3.10)
con QQ € My xn(R) simétrica definida positiva. Sabemos que en este caso f es una funcién convexa
y que su unico minimo global el punto z* = 0.

Veremos ahora cémo se comporta el Método de Maximo Descenso en este caso. Sabiendo que
Vf(x) = Qzx, podemos calcular el paso exacto para la funcién f.

Proposicién 3.17. Sea f : R™ — R la forma cuadrdtica dada por la ecuacidn (3.10) y sea x un

punto reqular de f. Tomando v = —V f(x) tenemos que el paso exacto a > 0 que resuelve (3.4) estd
dado por
\Y
NGER/ET )
Vi@)TQV f(x)

Demostracion. Tomemos ¢ : R — R dada por ¢(t) = f(z + tv). Como [ es convexa y coercitiva,
sabemos que ¢ también es convexa y coercitiva. Mas aun, la derivada de ¢ esta dada por

¢/(t) = (Vf(x+1v),v)
= (Qx +tv),v)
— HQu,v) — |Iv]?

=t Qv — |v|.

Sea ahora o un minimo global de ¢. Ocupando el Teorema 2.29, sabemos que

0=¢'(a) = a’Qu —||v||?,

sl _ Avl® _ (Vf(@), V(=)
lo que implica que o = TGy = VI@TOVi) > 0. O

Cuando ocupamos el paso exacto (3.11) en el Método de Maximo Descenso, es decir, tomamos

_ (Vf(ak), VI(zr))
Vf(xr)TQV f (k)

podemos estimar la distancia de cada iterando x al punto éptimo x* = 0 usando los valores propios
de la matriz ). Para esto, necesitamos el siguiente Lema.

Vf(x), (3.12)

Tr+1 = Tk

Lema 3.18 (Desigualdad de Kantorovich). Sea @ € M, (R) una matriz simétrica definida posi-
tiva, con 0 < Ay < Ao < -+ <\, sus valores propios. Entonces, para cualquier vector y € R™\ {0},
se /tiene que
<y7 y>2 4>\1 )\n
WTQY)(Y Q™ y) T (A +An)?

Y

(3.13)
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Demostracion. Fijemos y € R™\ {0}. Como @ es una matriz simétrica definida positiva, admite una
descomposicién

Q = PAPT,
donde A = diag(A1, ..., \,) y P es una matriz ortonormal (es decir, donde las columnas de P forman
una base ortogonal unitaria de R"). Sea x = PTy. Recordando que P es invertible con P! = PT
y definiendo &; = 22 /||z||? para cada i = 1,...,n, tenemos que
(y,9)* _ (Pz, Px)?
W'y Qy)  ((Px)TQ(Px))((Pz)" Q™' (Px))
B (zTPT Px)?
(T PTPAPT Px)(2T PT PA-1 PT Px)
- (27 2)? (3.14)
(T PTQPx)(zT PTQ-1Px)
_ (z,)?
- (2T Az) (2T A1)
1

T NG (D N e

Sea A=Y, A& Como & > O paratodoi=1,...,n,y > & =1, tenemos que A € [A1, \,], al
ser combinacién convexa de elementos de dicho intervalo.
Sea ¢ : (0,+00) — (0,+00) la funcién dada por ¢(t) = t~1. Sabemos que ¢ es convexa (ver P8. de
la Seccién 2.6). Ademds que para todo ¢ = 1,...,n, podemos escribir,

An — A Ai — A1

A= A .
WS VR W

Luego, podemos escribir:

B n >\1' . /\1 ‘
_2:1 ( 1 n >\n(>\n_)\1)>£1

)\ A+ A — A2
2 — A1)

_z”: An + A1 — A 5__An+A1—X
_, /\1)\71 L )\1)\71 '

Mezclando el desarrollo anterior con (3.14), concluimos que

(y.)? _ 1
WTQYWTQ™y) N, N 'G)
A
TAAL A =)
N A A,

- Hl?iXAe[)\l)\n] )\()\1 —+ )\n — )\) o ()\1 + )\n)Q’

donde la tltima igualdad se sigue del hecho que el méximo de la funcién A — A(A1 + A\, — A) se
alcanza en \* = >‘1+)‘" . Esto concluye la demostracion. O
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Teorema 3.19. Sea f : R" — R una forma cuadrdtica dada por (3.10), y sean 0 < Ay < Ao <
-+ < Ay los valores propios de Q. Para un punto inicial cualquiera xq € R™, considere la sucesion
(zk)ken C R™ generada por el Método de Mdximo Descenso con paso exacto, es decir, dada por la
formula (3.12), se tiene que

2
f(rpgr) < (i“ ; ii) f(zr), Vk € N.

Demostracion. Sea k € N fijo. Si V f(zy) = 0, entonces x = 0y por lo tanto xx+1 = xx. En tal caso,
el resultado del teorema se deduce trivialmente. Supongamos entonces que V f(zy) # 0. Siguiendo
la férmula (3.12) y recordando que V f(xx) = Qxy, podemos escribir

1

Flow) ~ Fai) = 5ol Qu — & (wn+ oV F(on) Qo + 04V F ()

2
V()" Qur = SV f(2) T QY f (1)

0k (5 ). V(@) — SV (@) TQV ()
_ (VS (r), V(@) 1 (Vf(r), V(@w)®
Vi)V f(zk) 2 Vf(z)TQV f(zk)
_ L{Vf(n), V()
2 Vf(zr)"QV f(xk)

Usando la desigualdad de Kantorovich (3.13), tenemos que

2M1 A,

me(xk)TQ_1Vf(xk)

flak) = f(@r) 2
Ahora, notando nuevamente que V f(x) = Qzy v que Q es simétrica, tenemos que

Vi)' Q7 'V (k) = 2} QQ ™ Quy = 2f (a).

Asi, concluimos que

flers1) < (1 - m> flar) = (i:;t)Qf(xk)

O

El teorema anterior nos dice que el Método de Maximo Descenso para formas cuadraticas puras
tiene radio de convergencia lineal. En efecto, basta notar que la funcién f(z) = %xTQx induce una
norma en R™, que podemos denotamos por || - ||, ¥y que estd definida por

el = v/aTQu. (3.15)
Usando esta norma, la desigualdad (3.12) se puede escribir como

[eriille < 7llzelle VEeEN, (3.16)

donde r = (i";ii) < 1. Es decir, la sucesion (zy)y tiene radio de convergencia lineal para la norma
n
1/ Tl

Si bien la desigualdad (3.16) es s6lo una cota superior, en general es un buen estimador del radio
de convergencia del Método de Maximo Descenso. Dicho de otro modo, aunque en teoria el radio
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de convergencia podria ser mejor que lineal, en la practica resulta que este radio de convergencia
(lineal) es el mejor que podemos esperar para el Método de Maximo Descenso en problemas no-
lineales genéricos.

Finalmente, es importante destacar que, dependiendo del problema, el radio de convergencia lineal
puede llegar a ser bastante insatisfactorio. De hecho, en el mismo problema cuadrético, si el menor
valor propio A\; de @) es muy pequeno en comparaciéon al mayor valor propio A, de @), entonces el
factor r en (3.16) puede llegar a ser muy cercano a 1, produciendo un decrecimiento extremadamente
lento. Por ejemplo, si A1 =1y A, = 999, tendriamos que r = 0.998. Si partimos de un punto inicial
xg € R™ con f(xp) = 1y realizamos 1000 iteraciones, sélo podriamos asegurar que f(x1000) < 0.136,
lo cual en la practica (para tolerancias del tipo ¢ = 107%) es atin demasiado lejos del 6ptimo

f(z") =0.

3.4 Método de Newton

El Método de Méaximo Descenso se basa en considerar, en cada iteracion k € N, la direccion de
descenso como vy = —V f(z). Las ventajas de este método son dos: 1) Es ficil de implementar y
2) Cada iteracién es “barata” computacionalmente, en el sentido que calcular la direccién vy y el
paso qy, consume pocos recursos (tiempo de cémputo y memoria). Sin embargo, como discutimos en
la seccién anterior, las garantias de convergencia no son muy buenas, pues el radio de convergencia
de este método es, en general, solo lineal: El Método de Maximo Descenso se vuelve costoso pues
puede requerir demasiadas iteraciones antes de entregar un iterando xj que satisfaga los criterios
de parada.

En esta seccién estudiaremos un segundo tipo de métodos, adaptado para funciones f de clase C?,
llamados Métodos de Newton. Este tipo de métodos consiste en ocupar informacién de segundo
orden (el Hessiano V2f(z)) para construir la direccién de descenso, y se basan en el siguiente
Lema elemental:

Lema 3.20. Sea f : R" — R una funcion de clase C' y x € R™ un punto regular de f. Entonces,
para toda matriz B € My« (R) simétrica y definida positiva, se tiene que

v=-B'Vf(z)
es una direccion de descenso de f en x.

Demostracion. Sea B una matriz simétrica y definida positiva. Se tiene entonces que B~! también
es definida positiva y por lo tanto

fasv) = (Vf(x),v) = -V f(z)" B 'Vf(z) <0.

Por lo tanto, v = B™'V f(x) es direccién de descenso de f en z. O

3.4.1.. Método de Newton puro

Sea f una funcién de clase C2 y x € R™ un punto regular de f tal que el Hessiano V2 f(x) es una
matriz definida positiva. E1 Método de Newton consiste en elegir la direccién de descenso de f en x
como

N = —V2f(2) "'V f(x). (3.17)

Si ahora aplicamos las iteraciones de busqueda lineal (3.3), para poder usar el Método de Newton
necesitamos que la matriz Hessiana V2 f(z}) en cada iterando sea definida positiva. Esto claramente
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es una limitante, pues en general podemos partir de un punto inicial x¢ donde dicha condicién no
se cumpla. Sin embargo, en los casos donde si podemos asegurar esta condicion, utilizar la direccion
de descenso (3.17) se vuelve extremadamente eficiente.

Teorema 3.21 (Radio de Convergencia del Método de Newton). Sea f : R™ — R una funcidn de
clase C? y x* € R™. Supongamos que

1. El punto x* es un punto critico de f y que V2f(x*) es definida positiva.
2. Emiste § > 0 tal que V2f : R™ — M,,«n(R) es Lipschitz en la bola B(z*,6).

Sea ahora xo € R™. Considere la sucesion (xy) producida por el algoritmo de busqueda lineal (3.3),
con o, =1 y con v, como la direccion de Newton (3.17) en el punto xy, es decir,

Tpi1 = o + (V2 f(xp) 'V f(xy)), VkeEN.

=N
Si xg estd lo suficientemente cerca de x*, se tiene entonces que
(i) La sucesion (xg)g estd bien definida, y converge a x* con radio de convergencia cuadrdtico.
(i) La sucesion (||Vf(zr)||)x converge a O con radio de convergencia cuadrdtico.
Demostracion. Tomemos zo € B(z*,¢) donde € > 0 es menor que § y es tal que V2f(x) es definida

positiva para todo x € B(x*, ). Mientras avancemos en la demostracién, actualizaremos el valor de
¢ cuando sea necesario.

Supongamos primero que x € B(z*,¢). Entonces podemos escribir
Tpy1 — * zmk—kuév—x*
=y, — " — V2f(xp) 'V F(xr)
= V2 f () VA () (2 —*) = V f (k)]
= V2 f(an) V2 f(xn) (n — %) = (Vf(ar) = V.f(2")].

Ocupando la forma integral del teorema de Taylor para V f, podemos escribir

Vi(xr) = V(™) = =(Vf(@") = V()

_ / V2 (g + Ha" — 2p))(@" — a)dt
0

1

— [ V2 an ttla” — ) - o)t
0

Luego, tenemos que
IV2 f (i) (@ — &™) = (Vf(zx) = V()]

_ HvZf(a:m(xk . /01 V2 (g + 1" — ax) (o — w*)dtH
SAWVW@H—VWWWH@“ﬂmMMM—xwﬁ

! L
§/ tL||zy — x*||2dt = §||sck - :c*||2,
0
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donde L > 0 es la constante de Lipschitz de V2f en B(z*,d). Como la funcién z — V2f(z)7! es
continua en B(z*,€), podemos achicar € si es necesario de tal manera que

IV2f (@)~ < 2IV2f ()7, Vo e Ba,e).

Finalmente, concluimos que

* L — * *\— *
less =2l < SNV F ) Hlllew = 27 |1° < LIV @) 7| g — 272
—_————

=K

Finalmente, actualicemos nuevamente ¢ tomando € = min{e, (2K)~'}. Veamos ahora que para todo
k€N, z; € B(z*,¢) y que 7, — z*. Para esto, mostremos por induccién que ||z — z*| < £/2":
» Caso base: zg € B(x*,¢) por hipétesis y por lo tanto ||zg — 2*|| < /2°.

» Paso inductivo: Asumamos que ||z — z*|| < £/2*. Entonces, el desarrollo de la primera
parte de la demostracién es vélido (pues zx € B(z*,¢)) y por lo tanto
K ¢ €

2ks1 — 2| < K|lag — 2%|)* < Kellz, — 2*| < QK ok oktl

Concluimos entonces que la sucesién (zx) siempre se mantiene dentro de B(x*,¢) y ademds que
x — x* con radio de convergencia cuadratico.

Ahora, dado que Vf es continua, es claro que Vf(zr) — Vf(z*) = 0. Solo resta ver que esta
convergencia también es con radio cuadratico. Notando que

Tpi1 —Tp = vy V(ze) + V2f(zp)v) =0,
podemos escribir, usando nuevamente el Teorema de Taylor, que
IV f (sl = IV f(zra1) = Vi (r) = V2 f (@) |

1
:] |9+ e = 9
0
1
< / IV (i + o) — V2 () 1ot
0

1
< [ oo P
0

= SV @) V)l

2LV f () TP IV f ()17,

=M

donde las tltimas dos desigualdades siguen del hecho que xy, 7,11 € B(x*,€) y por lo tanto V2 f
es L-Lipschitz en el segmento [z, zx11] v [|[V2f(xr) 7L < 2||[[V2f(2*) 7. Esto concluye la demos-
tracién. O

La conclusion del Teorema 3.21 es extremadamente positiva en términos de radio de convergencia. Sin
embargo, sus hipdtesis son muy restrictivas: es necesario que el punto inicial esté lo suficientemente
cerca de un minimo local estricto, que podria incluso no existir. Por lo tanto, este resultado hasta
ahora solo tiene valor tedrico: Nos dice que cuando podemos aplicar el método de Newton, la
informacién que entrega el Hessiano acelera potentemente la convergencia del método de busqueda
lineal.
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3.4.2. Método de Newton con modificacién de la matriz Hessiana

Para poder usar el método de Newton desde cualquier punto inicial zg € R™, es necesario “corregir”,
en cada iterando zy, la matriz Hessiana V2 f(x},). La forma m4s simple de hacer esto (no la tinica)
es sumar una ponderacién los suficientemente grande de la matriz identidad I,,, de tal manera que
la matriz modificada resultante sea lo suficientemente definida positiva. Concretamente, para cada
punto x, queremos construir una matriz

B =V?f(x) + 7l,,
donde 7 > 0 es un coeficiente lo suficientemente grande (que depende de z) de tal manera que
)\ml'n(B) Z 57 (318)

donde A (B) es el menor valor propio de la matriz By § > 0 es un pardmetro de estabilidad
numérica, definido por nosotros. Finalmente, la direccién de descenso en x se toma como v =
—B~'Vf(z), en el mismo espiritu que (3.17).

La necesitad de tomar § > 0 como umbral minimo para los valores propios de B es controlar la
norma de la direccién v. Esto es necesario pues implicitamente los métodos de Newton se basan en
la apréximacién de Taylor de segundo orden

1
fle+v)~ flx) +(Vf(z),v)+ §I/TV2f($)l/. (3.19)
Esta aproximacion es buena en la medida que v no sea demasiado grande. El siguiente ejemplo
ilustra que, si no imponemos la condicién (3.18), entonces v podria ser demasiado grande, violando
la aproximacién de segundo orden

Ejemplo 3.22 Sea f : R® — R una funcién de clase C?> y x € R” tal que Vf(z) = (1,-3,2)T y
V2f(z) = diag(10,3, —1). En este caso, la direccién de Newton est4 dada por

—0.1
VN = V2f(2) V@) =—[ 1
2
Esta direccién no es una direccién de descenso para f en x, pues (V f(z),v) = —0.1-3+4 =0.9 > 0.

Tomemos ahora 7 = 1+ 1078, En este caso, tendremos que
B = V%f(z) = diag(11 + 107%,4 + 1078,107%).

Luego, la direccién de descenso usando B en vez de la matriz Hessiana quedaria

—1
v=-B'Vf(z)= g ~ —10°V f(x).

10—8

La direccién v por lo tanto tendria un tamafio del orden de 10%, lo cual claramente es demasiado
grande como para que (en general) la aproximacién de Taylor (3.19) sea vélida en x + v. Incluso
si intentamos corregir la direccién anterior con un paso a € (0,1) que cumpla las condiciones de
Wolfe, el factor 10® ya puede generar cierta inestabilidad numérica (dependiendo de la precisién de
la maquina con la que estemos trabajando). O

Para evitar la situacion patoldgica del Ejemplo 3.22, necesitamos asegurarnos que el coeficiente de
modificacién 7 sea lo suficientemente grande. El siguiente lema nos entrega un valor minimo para 7
que garantiza el control sobre la direccién de descenso v = —BV f(x).
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Lema 3.23. Sea f : R® — R una funcion de clase C*> y x € R™ un punto reqular de f. Sea
B =V?2f(z)+ 71, donde
7> max{0,0 — Amin (V2 f(2))}. (3.20)

Se tiene entonces que B es simétrica y definida positiva, y ademds Amm(B) > 0. Mds atin, tomando
v=—B71Vf(x) se tiene que ||v|| < 57|V f(z)].

Demostracion. Como la matriz Hessiana V2 f(z) es simétrica, entonces admite una descomposiciéon
de la forma
V2f(x) = PAPT,

donde P es una matriz ortonormal y A es la matriz de valores propios de V2 f(x). Luego, es facil
ver que

B = P(A+1I,)PT,

Concluimos entonces que B es una matriz simétrica y que

Amin(B) = min (A +7) = Aui (V2 f(2)) + 7

i=1,...,n

> Anin (V2 f(2)) + 6 = Anin (V2 f(2)) = 6.
En particular, B es definida positiva. Finalmente, tenemos que

I = 1B='V (@)l < [P (A +7L) " IIPTIIV f ()] = 6~V f ()]l
—_——

<51

O

Basado en la proposiciéon anterior, podemos establecer el siguiente algoritmo para encontrar 7 > 0
que satisfaga (3.20). Si bien podriamos buscar los valores propios de V2 f(z) para definir 7, este
procedimiento es costoso computacionalmente cuando las dimensiones de la matriz son muy grandes.
En cambio, lo que podemos hacer es incrementar iterativamente 7 e intentar la descomposicién
de Cholesky de la matriz B = V2f(x) + 71, que actiia como certificado de que la matriz B es
definida positiva: Una matriz admite descomposicién de Cholesky B = LLT (donde L es una matriz
triangular inferior con entradas estrictamente positivas en la diagonal) si y sélo si es simétrica
definida positiva.

Algoritmo 3.4: Busqueda Coeficiente de Modificacién (IdentityModification)

Entrada: Matriz A € M,,»,,(R) simétrica; Umbral § > 0 de positividad; g > 0.
Calcular @ = min{a;; : i =1,...,n} (menor elemento de la diagonal de A);
7+ méx{0,8 —a}:
while TRUFE do

Intentar descomposicién de Cholesky LLT = A4 71,,.

if Factorizacion exitosa y Amin(L) > V6 then

‘ Return: L;

end

T+ méx(27, B);
end
11 Salida: Factor L de la descomposicién de Cholesky LLT = A + 71,.

© W N e AW R

=
o

Cuando aplicamos el Algoritmo 3.4 con A = V2f(z), la direccién de descenso que obtenemos
tomando v = —(A + 71,) "'V f(z) es en general (no siempre) una buena direccién de descenso. El
problema con este algoritmo, es que la biisqueda puede tomar muchas iteraciones antes de producir
un coeficiente 7 aceptable. La decisién de duplicar 7 en cada paso puede ser reemplazada por un
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incremento mayor para tratar de acelerar el proceso. Por otro lado, los coeficientes § > 0y 5 > 0 se
deciden heuristicamente. Un valor usado normalmente es § = 8 = 1073,

Usando el algoritmo 3.4 como subrutina, podemos establecer un algoritmo que aplique el método de
Newton, modificando la matriz Hessiana cada vez que sea necesario. Como no contamos en general
con las garantias del Teorema 3.21, aplicamos también paso inexacto para al menos obtener garantias
similares al Método de Maximo Descenso.

Algoritmo 3.5: Método de Newton con Modificacién de Hessiano

1 Entrada: Funcién f; Gradiente V f; Hessiano V2 f; Tolerancia € > 0; Umbral § > 0 de
positividad; 8 > 0.

2 Tcurr € X0; Tnext < T0;

3 if |V f(Zeurr)|| < € then

4 T 4 Teurr;

5 Return (z*,Vf(z*));

6 end

7 for k = 1:MaxIter do

8 L = IdentityModification(V2f(Zeur),d, ).

9 Resolver Lp = =V f(xcurr);

10 Resolver LTv = p ; // v resuelve Bv = —V f(Zcurr)
11 a < MetodoPaso(f, Teurr, V) ; // Puede ser exacto, o inexacto como LineSeach
12 Tnext < Lcurr + av;

13 if ||Znext — Teurr|| <€ 0r ||V f(Znext)|| < & then

14 T¥ < Tnext;

15 Break;

16 end

17 Zcurr € Tnext;
18 end

19 Return (2%, Vf(z*));
20 Salida: z* punto critico aproximado con f(z*) < f(zg), y su gradiente V f(z*).

El Algoritmo 3.5 produce una sucesién de iterandos (xy )y siguiendo la forma general (3.3) de métodos
de busqueda lineal, donde para cada iteracién k£ € N, la direccién de descenso es de la forma
vg = —B; 'V f(xy) con

B = V2f(l'k) + 1 1,.

Decimos que una sucesién de matrices (By) satisface la propiedad de factorizacion modificada aco-
tada si existe una constante C' > 0 tal que

VkeN, || Bl By < C. (3.21)
donde || - || es la norma de operador lineal en M,,,,(R), es decir, para M € M,,xn(R)

M
(L -y (3.22)

z€R"\ {0} |l €S,

M| =

Cuando la sucesién de matrices (By) producida en el Algoritmo 3.5 satisface esta propiedad, podemos
dar/garantias de convergencia utilizando el Teorema de Zoutendijk 3.14. Para esto, necesitamos el
siguiente lema de Algebra lineal.

Lema 3.24. Sea B € M x,(R) una matriz simétrica semidefinida positiva. Se tiene que B admite
una dnica raiz cuadrada, es decir, existe una dnica matriz A € Myyn(R) simétrica semidefinida
positiva tal que B = A%. Mds atn, se tiene que
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(a) | Bl = [IA]1>.

(b) Si B es definida positiva, entonces A también es definida positiva.

Demostracidn. Como B es simétrica, admite una descomposicién de la forma B = PAPT, donde P
es una matriz ortonormal, y A = diag(A1,...,A\,), donde Aq,..., A\, son los valores propios de B.
Como los valores propios de B son no-negativos pues B es semidefinida positiva, podemos definir la
matriz A dada por

A= PVAPT (3.23)
donde VA = diag(v/A1, ..., vA). No es dificil confirmar que con esta definicién, B = A? y ademas
que se verifica (b).

Para demostrar la unicidad de la raiz, razonemos por contradiccion, y supongamos que existen
dos matrices A1, As € Muxn(R) con A; # As, ambas simétricas y semidefinidas positivas, con
A2 = B = A3. Consideremos la matriz C' = A; — A,.

Sabemos que C' es simétrica y que C' # 0. Por lo tanto, todos los valores propios de C' son reales y
existe al menos un valor propio A de C' con A # 0. Nuevamente por simetria de C, existe al menos
un vector propio z # 0 asociado al valor propio A. Luego, podemos escribir
0= (x, (A3 — A2)z) = (2, (A; + A2)Cx)
= ((41 + A2)z, A\z) = A((A1z,2) + (Asz, ).
Como \ # 0, el desarrollo anterior implica que (A;x, ) + (Asz, ) = 0. Més ain, como A; y As son
semidefinidas positivas, esto sélo se tiene si (A;x,x) = (Ajx,x) = 0. Luego, podemos escribir

0= (A1z,z) — (Asz,x) = (Cz,z) = Nz, x) # 0,
lo cual es una contradiccién. Concluimos entonces que la raiz de B es tnica.

Solo nos queda demostrar (a). Primero, recordando que para todo par de matrices My, My €
M« (R) siempre se tiene que || M Ms|| < | Mi||||Mz]|, podemos escribir directamente que

IBIl = 14| < [lA]1>.
Para la otra desigualdad, recordando que A es simétrica, podemos escribir

IA[* = sup [[Az]*
€S,
= sup (Az, Ax)

€S,

= sup (z, AAx)

TES,,

= sup (z, Bx)
€S,

< sup [[z[l|Bz| = sup [|Bz|| = || B].

TESH TESH

Esto concluye la demostracion. O
Usando el lema anterior, podemos establecer el siguiente resultado de convergencia que nos sirve de
garantia para el Algoritmo 3.5.

Teorema 3.25. Sea f : R™ — R una funcion de clase C* y sea xg € R™. Sea (x1) la sucesion de
iterandos producida por el Algoritmo 3.5, es decir, tal que

Tpp1 = o — ap By 'V f(2g), Vk €N,

donde By, = V2 f(xy)+7 1, es la matriz Hessiana modificada dada por el Algoritmo 3./. Supongamos
que
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(i) [ es acotada inferiormente.

(i) Vf es Lipschitz-continua en un abierto A que contiene al subnivel [f < f(xo)].
(#ii) La sucesion de matrices (By) satisface la propiedad de factorizacion modificada acotada (3.21).
Entonces (xy) es globalmente convergente, es decir, V f(xy) — 0.
Demostracion. Sin perder generalidad, supongamos que para todo k € N, el iterando z;, es un punto
regular de f (de lo contrario, el resultado es directo). Dadas las condiciones (i) y (i), y el hecho que

la direccién v, = —ByV f(x) es direcciéon de descenso de f en xy, tenemos que se cumplen todas
las hipétesis del Teorema de Zoutendijk 3.14. Por lo tanto,

> cos(0k)?(IV £ (k) [|* < +00.

k=1
En particular, tenemos que

[(Vf (@), i) (Vf(xr), By 'V (n)
IV f () [ || 1BV f ()|
Sea Ay la raiz cuadrada de By, dada por el lema 3.24. Usando que By es definida positiva y

recordando la construccién de A, dada por (3.23), es facil verificar que A; ' es la raiz cuadrada de
B, L Luego, tenemos que

[ cos(Ok)[[[V f ()| = IVf(zw)ll =

IVF (@)l = [ Ax Ay V f (i) |12
< ARIPIAL Y f ()]
= || Brl(AL 'V f(ax), AV f (1)) = | Bill(V £ (@), By 'V ()

Finalmente, tomando C' > 0 como la constante dada por (3.21) y recordando que || B, |||V f (xx)]| >
| B, 'V f(xx)]| > 0, podemos escribir

GV < e IV
V@l
1B 1B IV £ (i)
IVFl?  _ (Vf(e), By V@)
T BBV @l T 1BV f () '
Concluimos entonces que ||V f(zx)|| — 0, finalizando la demostracién. O

La demostracién del Teorema 3.25 estd basada principalmente en la propiedad de Factorizacién
Modificada Acotada (3.21) que debe cumplirse para las matrices producidas por el Algoritmo 3.4.
Sin embargo, no es claro si esta condicién es exigente o no. La verdad, es que bajo condiciones
razonables sobre la funcién objetivo f, es posible verificar que la propiedad (3.21) se cumplird durante
la ejecucion del Algoritmo 3.5. Para esto, es necesario utilizar un resultado de teoria espectral que no
estamos en condiciones de demostrar, y es que los valores propios de una matriz cuadrada dependen
“continuamente”de las entradas de la matriz. De hecho, es posible demostrar que la funcién

p: Muxn(R) = R

3.24
A= p(A) := méx{|\;| : \; valor propio de A} (3.24)

es continua. El valor p(A) se conoce como el radio espectral de la matriz A.
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Como ya lo hemos ocupado varias veces en este capitulo, cuando tenemos una matriz B simétrica
definida positiva, podemos escribir B = PAPT con P una matriz ortonormal y A la matriz diagonal
de valores propios de B. Como P es ortonormal, tenemos que ||P|| = 1. Luego, tenemos que

IB|l = |[PAPT|| < [|A]l < p(B).
En particular, tenemos que para toda matriz simétrica definida positiva,
IBIIIB~ < p(B)p(B™).

Ahora, supongamos que f : R” — R es una funcién de clase C? y £y € R™ un punto regular de f tal
que el conjunto de subnivel S = [f < f(zo)] es compacto. Para cualquier punto z € S, tendremos
por continuidad de z — V2f(z), que

p(Vf(x)) < M,

para alguna constante M > 0 lo suficientemente grande. Esta cota uniforme nos asegura que el
coeficiente 7 > 0 producido por el Algoritmo 3.4 es también uniformemente acotado: el valor méximo
que puede tomar 7 estd dado por el primer valor 7 que es mds grande que M + ¢ (para ¢ el umbral
de positividad), pues Amm(V2f(x)) > —M. Este valor depende de cémo estemos aumentando 7 en
la linea 9 de cada iteracién, pero es constante una vez fijamos este criterio y el valor de 5. Luego,
notando que el Algoritmo 3.4 asegura que todos los valores propios de B(x) := V2f(z) + 71, son
mayores que J, tendremos que para todo x € S

IB(@) 1B ()| < p(B(x))p(B(x)™")

IN
<
_|_

)

Dado que las condiciones de compacidad de S y continuidad de la matriz hessiana V2f aseguran
también que el gradiente V f es Lipschitz en un abierto que contiene a S, podemos establecer el
siguiente corolario, que resume cuando podemos asegurar convergencia global del Algoritmo 3.5.

Corolario 3.26. Sea f : R™ — R una funcion de clase C? y xy € R™ un punto tal que el subnivel
[f < f(zo)] es compacto. Entonces, la sucesion (xy,) producida por el Algoritmo 3.5 con punto inicial
xo es globalmente convergente, es decir, ||V f(zi)| — 0.

Si durante la ejecucién del Algoritmo 3.5, la sucesién (zj) pasa lo suficientemente cerca de un
minimo local estricto con Hessiano suficientemente definido positivo, entonces el Algoritmo 3.4
comenzara a entregar la matriz Hessiana sin modificacién. Més ain, el paso de descenso se volvera
eventualmente constante igual a 1, y por lo tanto estaremos situados en el contexto del Método
de Newton puro, obteniendo el radio de convergencia cuadratico dado por el Teorema 3.21. Este
deseable resultado dependera de cudn rapido ocurra dicho encuentro, lo cual dependera fuertemente
de cémo es la funcién f y el punto inicial xg. Incluso podria pasar que la sucesién (zy) nunca cumpla
esta condicién y por lo tanto, en general, el radio de convergencia cuadratico es “cosa de suerte”.

3.5 Métodos de Quasi-Newton

Similarmente al Método de Newton con modificacién del Hessiano, los métodos de Quasi-Newton
consideran, en cada iteracién zy, direcciones de descenso de la forma

Vi = —B,C’lVf(xk),

donde By es una matriz simétrica y definida positiva. La diferencia fundamental con los Métodos
de Newton es que la matriz By, no se construye a partir del Hessiano V2 f(z}), si no que se utilizan
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métodos indirectos para seleccionar “la mejor matriz By”. Luego, las iteraciones siguen la forma
estandar de métodos de busqueda lineal, es decir, ;11 = xr + arVk, donde i es un paso que
cumple las condiciones de Wolfe.

Para ver cémo se construye la matrices {By, : k € N}, supongamos que ya hemos construido
los iterando xg,...,ZTk, Tr+1, Y que queremos construir la matriz By41. En el iterando 41, los
métodos de Quasi-Newton usan la informacién tanto del punto zxy; como la del punto anterior xy
para construir la matriz By1. La idea es que By41 emule el Hessiano de f, capturando la evolucion
del gradiente V f desde xj hasta xj41.

Suponiendo que conocemos Byy1 y motivados por la expansién de Taylor, se define la funcién

mp+1 : R™ — R dada por

m41(vV) = f(@r41) + (VI (@r11),v) + %VTBHN* (3.25)

El Teorema de Taylor aplicado al gradiente V f nos dice que
Vf(@ps1) — VF(zr) = V(g1 (Trer — Tn).

Si By41 emula el Hessiano desde xy a xpy1, entonces my1 debiera ser una buena aproximacién de
segundo orden de f en el segmento [zj11,zk]. Por lo tanto, nos gustarfa que my41 cumpliera que

1. Vmgy1(0) = Vf(zks1) (esto siempre se tiene).

2. Vmyq1(zk — xp41) = Vf(ag). Esta segunda condicién nos dice que si avanzamos desde xj41
a x, entonces el gradiente de my41 pasa de ser Vf(xgy1) a Vf(zk).

El segundo requerimiento sobre my4; nos dice que
Vf(zr) = Vimgpr(zr — 2rg1) = Vi (@41) + Brga (@p — Tpg1),
lo que se traduce en la ecuacién

Biy1 (2p+1 — k) = Vf(2pi1) — Vf(z) - (3.26)

=Sk Yk

Esta ecuacién se conoce como ecuacién de la secante, y se puede interpretar de la siguiente
manera: La matriz By no tiene que ser el Hessiano V2 f(zx.1), pero si debe aproximarlo en la
direccion xg41 — Xk, es decir,

Bk+18k ~ sz(le)sk.

Suponiendo que existen matrices que satisfagan la ecuacion de la secante, priori habrian muchas
formas de seleccionar una matriz Bj11. Diferentes formas de seleccionar esta matriz inducen dife-
rentes algoritmos de busqueda lineal de Quasi-Newton. En general, todo método de Quasi-Newton
se puede expresar por el Algoritmo 3.6.

Para ver la correctitud del algoritmo 3.6, necesitamos asegurar en cada iteracion k + 1, la existencia
de matrices definidas positivas que satisfagan la ecuacion de la secante en los puntos xy y g41. Si
existiera una matriz By, definida positiva que cumple la ecuacion de la secante, entonces se debe
cumplir/'también que

0< sszHsk = <3k;yk>~

Por lo tanto, para que exista By41 con las propiedades deseadas, es condicién necesaria que
0< <Sk,yk>. (327)

Esta condicién necesaria no depende de By41 y se conoce como la condicién de curvatura de
Quasi-Newton. El siguiente lema nos muestra que para que exista al menos una matriz By, con
las propiedades deseadas, la condicién de curvatura de Quasi-Newton es también suficiente.
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Algoritmo 3.6: Método general de Quasi-Newton

1 Entrada: Funcién f; Gradiente V f; Punto inicial x¢; Matriz inicial By simétrica definida
positiva; Tolerancia € > 0.
Teurr € 203
if |V f(Zeurr)|| < e then
T 4 Teurr;
Return (z*,Vf(z*));
end
V4= _B(;lvf(mcurr);
a — MetodoPaso(f7 Teurrs 1/) ; // Puede ser exacto, o inexacto como LineSeach
Tnext < To + av;
for k = 1:Maxlter do
Seleccionar B satisfaciendo B(@next — Teurr) = Vf (next) — Vf (Zeurr);
Zcurr € Tnext;
V< _B_lvf(mcurr)Q
a — MetodoPaso(f, Teurrs u) ; // Puede ser exacto, o inexacto como LineSeach
Tnext € Teurr T QV;
if |Znext — Tewrr]] <€ 0r ||V (Znext)|| < € then
.’JL'* — Tnext

Break;
end

© 00 N O vtoph WN

T o T S e e =
o N O A W N R O

fuy
©

end
Return (z*,Vf(z*));
Salida: z* punto critico aproximado con f(z*) < f(zg), y su gradiente V f(z*).

N NN
N = O

Lema 3.27. Sean sg, yr € R™ dos vectores tal que (si,yr) > 0. Entonces existe al menos una matriz
B simétrica y definida positiva tal que Bsy = yp.

Demostracion. Consideremos la matriz

1 1 1
B=|I,—— T I,—i.T. —_— T 3.28
( n <Sk7yk>yk5k) ( . <8k,yk>3kyk> +'<Sk’yk>ykyk (3.28)

Si definimos A = I — mskyg, entonces tenemos que B = ATA + mykyg, lo cual implica

inmediatamente que B es simétrica y semidefinida positiva.

Para ver que B es de hecho definida positiva, razonemos por contradiccién, y supongamos que no
lo es. Entonces, dado que si es semidefinida positiva, existe x # 0 tal que

2T Br = 2T AT Az + 27 ( yw%) x=0.

(k> Yr)

Esto implica que cada uno de los sumandos tiene que ser cero (pues AT A e yyl son semidefinidas
positivas). Por lo tanto, Az = 0y (yx,z) = yi x = 0. La segunda igualdad implica que z es ortogonal
a yi. Luego, podemos escribir
, T
Ar =x — ) s
(Sks Yk)
Finalmente, concluimos que Az =0 = z = 0, lo cual es una contradiccién. Hemos demostrado
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que B es definida positiva. Finalmente,

1 1 1
Bsp = (1 — ST) <I -5 T> Sp+ —— T
F < <3k,yk>yk b (5K Un) Kk ) o <8k7yk>ykyk *

1 1
=(l——— ksT) <sk - 5k Tsk) + Yk
< (Sk,yk>y F (Sk> Yn) Yk Y

1
= (I—— 4 sF — = 9.
( <8k,yk>yksk> (Sk — Sk) + Yk = Uk

Por lo tanto, B satisface la ecuacién de la secante (3.26). O

Finalmente, la siguiente proposicién nos da un método para garantizar que la condicién de curvatura
de Quasi-Newton se mantenga en cada iteracién k + 1: necesitamos que el paso «p cumpla las
condiciones de Wolfe (ver Definicién 3.9).

Proposicién 3.28. Sea f : R* — R una funcion de clase C* y sean xy,Tpy1 dos iterandos con-
secutivos del Algoritmo 3.0 con xpiq1 # x. Si el paso ay cumple las condicidn de curvatura (3.6)
para ¢ € (0,1), entonces xy y rp11 satisfacen la condicidn de curvatura de Quasi-Newton

(k41 — 2k, VI (@h41) — V(i) > 0.

Demostracion. Sea co € (0,1). Recordemos que como el Algoritmo 3.6 produjo el iterando g1,
entonces Tr41 = T + aplg, Vf(xg) Z0y vy = ka_1Vf(mk), donde By es una matriz simétrica
semidefinida positiva. De la condicién (3.6), sabemos que

(Vf(@gs1),v6) = oV f(2r), vi).

Por lo tanto, podemos escribir

<Vf($k+1) - Vf(ﬁrk),xk+1 - :I,‘k> =

O

Con esta ultima proposicién, podemos estar seguros que los métodos de Quasi-Newton son global-
mente convergentes, en la medida que el paso que elijamos siempre cumpla las condiciones de Wolfe.
En la practica, no siempre es posible garantizar la condicién de curvatura para el paso oy, pues el
agloritmo de LineSearch 3.2 puede devolver aj = amsx, satisfaciendo solo la condiciéon de Armijo
(3.5). Para evitar problemas, las implementaciones de métodos de Quasi-Newton realizan iteraciones
de maximo descenso cada vez que a no cumple la condiciéon de curvatura, es decir:

1. Se toma By = I, y se fija amsx = 1.

2. Si el paso « en la linea 14 de 3.2 no cumple la condicién de curvatura (3.6), entonces se
reemplaza B =1, y v = =V f(Zcurr) ¥ se recalcula a.

Esta subrutina de seguridad se puede interpretar de la siguiente manera: Cada vez que o no cumple
la condicién de curvatura (3.6), el algoritmo 3.6 se reinicia con xp = Teyyr-
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3.5.1. Método de Davidon-Fletcher-Powell (DFP)

Para elegir By1, el método de Davidon-Fletcher-Powell (DFP) consiste en buscar la matriz mds
cercana a la matriz de la iteracién anterior By que sea simétrica y que cumpla la ecuacién (3.26).
Para esto, se resuelve el siguiente problema de optimizacion:

min |B — Bg|lw
BeMyxn(R)
(3.29)
B=DBT
S.a.
Bsk = Yk,

donde W € M« (R) es una matriz simétrica definida positiva que satisface que Wsy = yi, donde

[Allw = [W2AW2]| . (3.30)

y donde || - |7 denota la norma de Frobenius para matrices, es decir, para M € M,,x,(R),

o )

i=1 j=1

M| r =

El siguiente teorema, nos muestra que, independiente de la matriz de pesos W que elijamos (que
siempre existe gracias al Lema 3.27 y la proposicién 3.28), la solucién del problema (3.29) es tnica.

Teorema 3.29. Sea By es simélrica definida positiva y si,yx € R™ con (s, yx) > 0. Entonces para
cualquier matriz W simétrica definida positiva satisfaciendo que Wy, = yi, el problema (3.29) tiene
solucion unica, y estd dada por

1 1 1
Bpp1=(I-————y 5T>B (Is yT)+ny,. 3.32
i ( <Sk:7yk:> Wk ¥ <Sk7yk?> Wk <Skayk> Fk ( )
Mads ain, Biy1 es definida positiva.

la gran ventaja de la férmula (3.32), conocida como la férmula DFP, es que la inversa de Bj41
tiene expresion analitica, por lo que podemos evitar resolver el sistema Byyivkr1 = =V f(Trr1) y
calcular directamente vg,1 como ka__&lVf(:rkH).

Proposicién 3.30. Sea By una simétrica definida positiva, si,yr € R™ satisfaciendo la condicion
de curvatura de Quasi-Newton (sg,yx) > 0, y Br+1 la matriz dada por (3.32). Entonces, denotando
H;, = Bk_1 y Hiy1 = B,;:l, se tiene que

Hyyryl Hy, 1

Hypi = Hy —
* yi Hiyr, Yk, Sk)

SpSh. (3.33)

Ocupando'esta ultima proposicién, el método de Quasi-Newton que usa la férmula DFP no selecciona
By.41, si no que actualiza directamente la inversa Hyi1. Es decir, denotando por DFP(H, s,y) la
funcién que entrega Hyiq usando (3.33) con Hy = H, s = s e y, = y, el Algoritmo 3.6 se adapta
de la/siguiente manera:

1. Al inicio, antes de entrar al loop-for, el algoritmo recibe como entrada Hy (en vez de By),
inicializa la matriz H < Hg y calcula v < —HV f(Zcurr)-

2. En cada iteracién del loop-for, se actualiza la matriz H usando la férmula (3.33), es decir,

H — DFP(Ha Tnext — Lcurr vf(xnext) - vf(xcurr))~
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3. Finalmente se actualiza Ty <— Tnext ¥ se calcula v < —HYV f(2cur ). El resto del Algoritmo
3.6 se mantiene.

Cabe destacar que esta modificacién requiere no solo guardar registro de la iteracién anterior xy (
que se hace a través de las dos variables Zeurr Y Tnext), Sl N0 que se debe mantener registro de la
matriz Hy usada en la iteracion anterior. Esto se logra con la nueva variable H, que se actualiza en
base a su valor anterior.

3.5.2. Método de Broyden-Fletcher-Glodfarb-Shanno (BFGS)

Dado que estamos interesados en Hy 1 = B _&1, podriamos olvidarnos de actualizar By, a partir
de By, y concentrarnos en buscar Hy ;1 a partir directamente de Hy. El método de Broyden-Fletcher-
Glodfarb-Shanno (BFGS) consiste precisamente en buscar la matriz més cercana a la matriz de la
iteracién anterior Hy, que sea simétrica y que cuya inversa cumpla la ecuacién (3.26), es decir, que
cumpla que

Hk+1yk = Sk. (334)

Para esto, se resuelve el siguiente problema de optimizacion:

min ||H — Hk”W
HeMpxn(R)
(3.35)
H=HT
S.a.
Sk = Hyk)a

donde nuevamente W € M, «,(R) es una matriz simétrica definida positiva que satisface que
W sy = yg, y donde || - |lw es la norma dada por (3.30). Al igual que en el método DFP, se puede
demostrar que, independiente de la matriz de pesos W que elijamos, la solucién del problema (3.35)
es Unica.

Teorema 3.31. Sea Hj es simétrica definida positiva y si,yr € R™ con (sg,yr) > 0. Entonces
para cualquier matriz W simétrica definida positiva satisfaciendo que Wsy, = yi, el problema (3.35)
tiene solucion unica, y estd dada por

1 1 1
Hi1=(I-——5 T)H (I— 5T>—|—s st 3.36
ta ( (Sk, Yk) kUK g <3kayk>yk F (Sk, Yk) hok (3.36)

Mas ain, Hyy1 es definida positiva.

El método de Quasi-Newton que utiliza la férmula (3.36), conocida como férmula BFGS, es reco-
nocido en la préctica como el mejor método de Quasi-Newton, hasta el dia de hoy. Las implemen-
taciones profesionales de programas de optimizacién no-lineal como Matlab utilizan esta férmula
(o variaciones de ella) cémo método base de actualizacién. El método de Quasi-Newton usando la
férmula BFEGS estd dado por el Algoritmo 3.7, donde BFGS(H, s,y) es la férmula BFGS (3.36) con
H,=H,sp,=seyr=y.

3.5.3. Radio de convergencia para métodos de Quasi-Newton

En la seccion 3.3 vimos que el Método de Méaximo Descenso tiene, en general, radio de convergencia
lineal, lo cual puede llegar a ser demasiado lento en aplicaciones. Por otro lado, en la seccién 3.4
vimos que bajo condiciones ideales, el método de Newton tiene radio de convergencia cuadrético.

El método de Quasi-Newton es un punto entre medio del método de Méximo Descenso (lento pero
seguro) y el método de Newton (rdpido en condiciones ideales, pero que en muchos casos falla). Y
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Algoritmo 3.7: Método de Quasi-Newton con actualizacion BFGS

1 Entrada: Funcién f; Gradiente V f; Punto inicial zp; Matriz inicial Hy simétrica definida
positiva (por defecto, Hy = I,,); Tolerancia ¢ > 0.

2 ZTcurr < 20

3 if ||V f(Zeurr)|| < € then

4 T 4 Teurr;
Return (z*,Vf(z*));

end

H «+ Ho;

V< _va(mcurr);

a < MetodoPaso(f, Teurr, V) ;

10 Tpext < o + Qv

11 for k = 1:Maxlter do

© 0 N O w

o

12 H <+ BFGS(H, Tnext — Teurrs V.f (Tnext) — Vif (Teurr)) ; // Actualizar H usando (3.36)
13 Zcurr € Tnext;

14 V< _va(xcurr);

15 a < MetodoPaso(f, Zeurr, V);

16 if a no satisface la condicion de curvatura (3.6) then
17 | Reiniciar el algoritmo con g = Zeurr;

18 end

19 Tnext < Teurr + av

20 if ||Znext — Teurr|| <€ 0r ||V f(Znext)|| < € then

21 T 4 Tnext;

22 Break;

23 end

24 end

25 Return (z*, Vf(z*));
26 Salida: z* punto critico aproximado con f(z*) < f(z¢), y su gradiente V f(z*).

como es de esperar, su radio de convergencia también esta entre medio: en general, alcanza un radio
de convergencia superlineal.

Para garantizar el radio de convergencia superlineal en los métodos de Quasi-Newton, es necesario
que la biisqueda del paso «y en cada iteracién comience con amax = 1 (ver algoritmos 3.1 y 3.2).
Cuando se implementa de esta manera, los métodos de Quasi-Newton comienzan a usar ap = 1 a
partir de cierto punto, cuando se encuentran lo suficientemente cerca de un minimo local estricto. El
siguiente teorema nos da condiciones sobre las cuales se alcanza el redio de convergencia superlineal

Teorema 3.32. Sea f : R" — R una funcion de clase C*> y xo € R™. Sea (zx)ren producida por un
método de Quasi-Newton (ver algoritmo 3.6), donde para todo k € N,

(i) La direccion de descenso en la iteracion k € N estd dada por vy, = —B;, 'V f(xy) con By, matriz
simétrica definida positiva.

(i) o satisface las condiciones de Wolfe.
(i) Existe ko € N lo suficientemente grande tal que o, = 1 para todo k > k.

Supongamos que la sucesion () converge a un punto x* € R™ critico de f, con V2 f(z*) definida
positiva y con V2f Lipschitz-continua cerca de x*. Si la secuencia de matrices (By) cumple que

i 1B = P21l _ 37)

k—o0 ||Vk||
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entonces (xy) converge a x* con radio de convergencia superlineal.

Demostracién. Como z* € R™ es un punto critico de f con V2f(z*) definida positiva, entonces
existen § > 0y M > 0 tal que V2f(z) es definida positiva y |[V2f(z)~t|| < M para todo z €
B(z*,6), y ademas V2f es Lischitz-continua en B(z*,§).

Sin perder generalidad, supongamos que aj = 1 para todo k € N y que zog € B(z*,9) (de lo
contrario, basta tomar kg € N lo suficientemente grande tal que xx, € N y que verifica la condicién
(i41), y reemplazar xg por T, ).

Sea v = —V2f(xy) 'V f(x1), la direccién de Newton en el punto xj. Tenemos que

i = il = 192 f (@) = (V2 f (v + V f )|
= V2 £ () " (V2 f (@r)vr — B |
< MI|(Br = V2 f(zx)vell,
donde [|[V2f(xy)7t|| < M pues z € B(z*,§). Como V2f(zx) — V2f(z*), es fcil ver que la
ecuacién (??) implica que
[(Bk = V2 f(@i)vell koo

0.
[l

Ocupando los argumentos de la demostracién del Teorema 3.21, tenemos que para todo x € B(z, ),
se cumple que
(& = V2f(2) 'V f(z)) — 2" < K|lx — 2",

para alguna constante K > 0 lo suficientemente grande. Més atin, la continuidad del Hessiano V2 f
nos asegura que V f es Lipschitz-continua en B(z*, ). Por lo tanto, como V f(z*) = 0, tenemos que

lehir — 2" = [lex — v — 27|
<l =) = 2|l + llow — w2l
< Ko — 27| + M[|(Bx — V2 f (xx) i

S (e L TP
ol

ag

Como ap — 0, existe kg € N lo suficientemente grande tal que ax < 1 para todo k > k. Luego,

basados en el desarrollo anterior y notando que ||z — vk — || > ||vk]| — |2k — 2*||, podemos escribir

que

K|z —z*||+ 1
1—

Finalmente, concluimos que para todo k > kg

[vell < |z — 2|, Yk > ko.

|ry1 —a*|| _ Kllzp —2*|* + ag v
log — 2~ ek — 2|
K|z, —z*||* + akfﬂ\xf%f;““
- [ — 2|
= K|z — 2*|| + ax LiENYG)
1-— ag
Por lo tanto, (zy) converge a z* con radio superlineal. O
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3.6

P1.

Ejercicios Capitulo 3

(Paso inexacto truncado) Sean f: R™ — Ry zp € R" satisfaciendo las hipStesis del Teorema
3.14. Sean ademds ¢; € (0,1), co € (¢1,1) y @ > 0, y sean tres sucesiones (xp)r C R,
(k) C R\ {0} y (eu)x C (0, +00) tal que

(i) Para todo k € N, x41 = 2f + apvg.
(ii) Para todo k € N, v, es direccién de descenso de f en x y ||vi|| = 1.
)

(iii) Para todo k € N, se tiene que: 1) o bien oy = g si ag satisface la condicién de Armijo
para f en xp y con direccién vk, 2) o bien ai € (0,ap) y satisface las condiciones de
Wolfe para f en xj con direccién vg.

El objetivo de este problema, es mostrar que en este caso también se verifica la condicién de
Zoutendijk (3.8). Para esto, proceda como sigue:

a) Defina los conjuntos A ={k €N : ay=ap} y B={keN : a; < ay}. Muestre que
existen a,b > 0 tal que para todo k € N se tiene que

F@r1) < flzo) —a Yo cos@IVa)l =0 D cos(@) IV ()]

{0,...k}nA j€{0,...k}NB

b) Muestre que si |A| = oo, entonces existe kg € N tal que
Vie An{k : k>ko}, [Vf(zy)ll <L

Concluya entonces que, tanto si |A| = oo como si |A| < oo, siempre existen kg € N, ¢ > 0
y M > 0 tal que

k
k2 ko, f(wein) < flwo) + M —e Y cos(0)* |V ()]

Jj=ko

¢) Concluya entonces que en este caso también se tiene la condicién de Zoutendijk, es decir,

Zeos 21V £ (a)]* < oo

P2. Implemente en Matlab los Algoritmos 3.2 y 3.3.

P3. Implemente en Matlab los Algoritmos 3.4 y 3.5.
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CAPITULO 4

Optimizacion con Restricciones

En esta seccion estudiaremos el problema de optimizacién con restricciones que presentamos en el
Capitulo 1, es decir,

(P) = {533 /) (4.1)

s.a. reX,

donde X serd es el conjunto factible, determinado por restricciones de igualdad y desigualdad. Es
decir, X tiene la forma

(4.2)

X:{xeR" : hi(x) =0,Vi eI }

gj(z) <0,Vjed
donde I y J son dos conjuntos de indices finitos. Para seguir con la linea que estudiamos en el caso
de optimizacion sin restricciones, vamos a asumir que los datos del problema 4.1 son al menos de
clase C', es decir, que la funcién objetivo f : R® — R y las funciones de restriccién h; : R® — R
(para todo i € I) y g; : R® — R (para todo j € J) son continuamente diferenciables. Recordemos
que en este contexto, un punto z* € R” se dice

» minimo global del problema (4.1) siz* € X y
Ve e X, f(z) < f(a).

» minimo local del problema (4.1) si * € X y existe 6 > 0 tal que

Ve € X N B(z*,0), f(z*) < f(x).

Por supuesto, el problema (4.1) es un problema més dificil (en general) que el problema de optimi-
zacion sin restricciones (3.1) estudiado en el Capitulo 3. Por lo mismo, es natural pensar que los
algoritmos que podamos desarrollar para este problema apunten, a partir de un punto inicial g € X,
solo a encontrar un punto z* € X que sea “punto critico” y tal que f(z*) < f(zo). Con suerte, este
punto critico serd un minimo local e incluso en algunos casos (como problemas convexos), serd un
minimo global.

Pero, ; Qué significa punto critico en el contexto de optimizacién con restricciones? Evidentemente,
queremos que todo 6ptimo local sea un punto critico. Esto requerimiento nos dice que la condicién
V f(z) = 0 no es una buena definicién de punto critico, como se muestra en el Ejemplo 4.1.

Ejemplo 4.1 Consideremos el problema de optimizacién
‘ — (0 2 1,2
{;rel]lR% f(w) = (z2 +100)% + 15527

s.a.  cos(z1) —x2 < 0.
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Si calculamos el gradiente y el Hessiano de la funcién objetivo, tendremos que

Vf(z) = {2(93;12;””1100)} y  Vf(x)= {5(1? 3}

Esto nos dice que la funcién es convexa, y que su Unico punto critico (que a la vez es el minimo
global de f) estd en z* = (0,—100). Sin embargo, este punto no estd en el conjunto factible pues

cos(z]) — x5 = cos(0) + 100 = 101 > 0.

Por otro lado, f tiene muchos minimos locales cerca de los puntos de la forma x = (km,—1) con
k € Z impar, como muestra la Figura 4.1.

Figura 4.1: Funcién f(z) = (z2 + 100)? 4+ 527 (en degradé), cuyos valores en el eje Z estdn

graficados sobre en dominio {z : cos(z1) — z2 < 0}, El dominio esta graficado como sombra en
azul oscuro. Los puntos marcados son minimos locales (aproximados).

O

En este capitulo estudiaremos cémo definir puntos criticos para problemas de optimizaciéon con
restricciones. Derivaremos condiciones de optimalidad a partir de estas definiciones, conocidas como
las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. Finalmente, estudiaremos el algoritmo mas utilizado para
problemas de optimizacién no-lineal con restricciones: El algoritmo de punto interior.

4.1 Condiciones de optimalidad

Antes de desarrollar la teoria de condiciones de optimalidad para problemas de optimizacién no-
lineales, analizaremos dos ejemplos, de los cuales intentaremos deducir qué cosas son necesarias para
definir el concepto de punto critico.
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Ejemplo 4.2 Partamos primero por el problema

rER?2 (43)

min  x1 + 22
sa. z3+4+13-2=0,

que es un problema con solo una restriccién de igualdad dada por la funcién h(z) = 2% + 23 — 2. Es
facil verificar que el tinico minimo local de este problema se alcanza en z* = (-1, —1).

Intuitivamente, si z € X no es un minimo local, deberfamos ser capaces de encontrar y € R? tal que
1. y esta cerca de z;
2. fly) < flz);y
3. h(y) =0.

Tomando s = y — x, que debe ser un vector “pequeno”, podriamos aplicar el Teorema de Taylor,
deduciendo que

)~ f@)+(Vi(@),s) v hly) ~ @)+ (Vh(z),s).
Ahora, tomando v = ||s||~!s, tendremos que
0> HUnfel (Vi (), v)

0 = M

Concluimos entonces que si  no es un minimo local del problema (4.3), deberfamos poder construir
un vector unitario v tal que (V f(z),v) < 0y (Vh(x),v) = 0. Sin embargo, esto es imposible cuando
los vectores V f(x) y Vh(x) son paralelos, es decir, cuando

A eR  tal que Vf(z) + AVh(z) =0. (4.4)

En este caso, podriamos decir que x es punto critico del problema (4.3) si existe A € R que verifica
la ecuacién (4.4). En nuestro ejemplo, esto ocurre en dos puntos: = (—1,—1) y = = (1,1). O

Ejemplo 4.3 Consideremos ahora el problema

zER2 (45)

min  x1 + 22
s.a. x3+4+123-2<0,

que es un problema con solo una restriccién de desigualdad dada por la funcién g(z) = 23 + 2% — 2.
Nuevamente, el tinico minimo local de este problema se alcanza en z* = (—1,—1). Ahora, si un
punto x € X no es minimo local, deberfamos poder encontrar y € R? tal que

1. y esta cerca de z;
2. fly) < flx);y
3. g(y) <0.

Nuevamente, definiendo s = y — x y usando el teorema de Taylor, podemos escribir

f@) ~ fx) +(Vf(x),s) v gly)~glx)+(Vg(z),s).

Aqui, distinguimos dos casos:

1. Caso g(x) < 0: En este caso, para todo s lo suficientemente pequeno, digamos con s € B(0, §)
para algun ¢ > 0, tendriamos que
glz+s) <0.
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Por lo tanto, la condicién g(y) < 0 se cumple trivialmente si y estd lo suficientemente cerca
de z. Luego, la tnica condicién que nos queda es verificar que f(y) < f(z), lo cual implicaria
que existe un vector unitario v tal que

(Vf(z),v) <0.

La existencia de dicho vector falla sélo cuando V f(z) = 0 (de lo contrario, podrfamos tomar
v = =V f(x)/||Vf(z)]). Asi, podriamos definir que x es punto critico del problema (4.5)
cuando g(z) <0y Vf(x)=0.

2. Caso g(x) = 0: En este caso, tomando v = ||s|| s y recordando que g(y) — g(x) = g(y) <0,
tenemos que el desarrollo de Taylor nos dice que

lIsll

0> W9 (vg(z),v).

{0 s fw-—f=) (Vf(x),v)
= sl

Es decir, si  no es un minimo local y g(x) = 0, entonces deberfamos poder encontrar un
vector unitario v tal que (Vf(x),v) <0y (Vg(z),v) < 0. Para que esto falle, necesitamos que
Vg(x) sea paralelo a V f(z) y ademds que ambos vectores apunten en sentidos opuestos.
Es decir, necesitamos que

Ip >0, tal que Vf(z)+ puVg(z) =0, (4.6)

o sea, que Vg(z) sea una homotecia de —V f(x). En este caso, podriamos decir que x es punto
critico del problema (4.5) cuando g(z) = 0 y existe u > 0 que verifica la ecuacién (4.6).

;,Coémo juntar ambos casos? Bueno, lo que podemos pedir para decir que = es un punto critico es
que verifique que
V() +pVg(z) =0,

p-g(x) = 0. o

Ju >0, tal que {

La condicién p - g(x) = 0 se conoce como holgura complementaria, y nos permite incluir ambos
casos: Si g(z) = 0, entonces p queda libre y por lo tanto tenemos que p debe resolver la ecuacién
(4.6). Por el contrario, si g(x) < 0, entonces necesariamente = 0, y por lo tanto, la tnica forma de
verificar (4.7) es que V f(z) = 0. Entonces, podemos decir que z es punto critico del problema (4.5),
si existe p > 0 que verifica (4.7). En nuestro ejemplo, esto ocurre solo en el punto z = (-1, -1). O

Basado en los dos ejemplos anteriores, podriamos intentar atacar el caso general, es decir, el problema

min - f(z)
a hi(z) =0,Viel (4.8)
o gj(x) <0,VjeJ

Siguiendo la misma légica de los ejemplos, si un punto factible  no es minimo local, deberiamos
poder encontrar un vector unitario v tal que

(Vf(z),v) <0,
(Vhi(z),v) =0 Viel, (4.9)
) 0

(Vg;(x),v) <0 Vje J tal que g;(z) = 0.

El conjunto {j € J : g;(x) = 0} recibe el nombre de conjunto de restricciones activas de z, y

lo denotamos A(z). Los Ejemplos 4.2 y 4.3 sugieren que la condicién (4.9) falla cuando —V f(z) es
combinacion lineal de los vectores Vh;(z) (con i € I) y Vg;(x) (con j € A(x)), con la salvedad de
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que los ponderadores de los vectores Vg;(z) deben ser positivos. En efecto, supongamos que existen
multiplicadores (\; : i € I) € Ry (u; : j € A(x)) € le(m)l tal que
Vi(z)+ Z AiVhi(z) + Z w;iVy;(z) =0,
i€l jeEA(x)

y que ademds existe v € S,, que verifica (4.9). Entonces, podrfamos escribir,

0< (V@) =3 AWVhi@), )+ 3 (1Vg,(a).0) <0,

el =0 J:g;(z)=0 <0
lo cual es una contradiccién. Esto motiva la Definicién 4.4 de punto critico.

Definicién 4.4 (Punto critico). Un punto x € R™ se dice punto critico del problema (4.8) si existen
multiplicadores (N, @ 1€ 1) y (u; = j€J) tal que

Vi(z)+ Z Aihi(z) + Z,ujgj(x) =0,
i€l jeJ

wigi(z) =0, VjelJ,

n; >0, Vjeld,

hi(z) =0, Viel,

gi(x) <0, Vjel

(4.10)

Las condiciones (4.10) se conocen como condiciones de Karush-Kuhn-Tucker y son reconoci-
das como la mejor forma de definir puntos criticos para problemas de optimizacién no-lineal con
restricciones. En este set de condiciones, la primera ecuacién nos dice que —V f(z) debe ser una
combinacién lineal de los gradientes de las restricciones. La segunda ecuacién es la ecuacién de hol-
gura complementaria, que nos permite descartar las restricciones de desigualdad inactivas, forzando
al multiplicador p; correspondiente a ser cero. La tercera ecuacién es la positividad del multipli-
cador para las restricciones de desigualdad: como vimos en el Ejemplo 4.3, para los gradientes de
las restricciones de desigualdad activas, es necesario que —V f(z) apunte “en la misma direccién”.
Finalmente, las ultimas dos restricciones nos dicen que el punto x es un punto factible del problema.
En lo que sigue de esta seccién, intentaremos responder dos preguntas:

1. ;Cudl es la interpretacién geométrica de los puntos criticos?
2. ;Bajo que condiciones podemos asegurar que todo minimo local es punto critico?

Por un lado, si bien la nocién de punto critico la derivamos de un estudio razonable sobre las
aproximaciones de Taylor, esta deduccién tiene una interpretacién geométrica: Un punto critico
debe ser aquel desde el cual la funciéon debe ser no-decreciente a través de toda direcciéon que
apunte “hacia dentro”del conjunto factible. Por otro lado, en este punto atin no sabemos si los
minimos locales efectivamente verifican (4.10): En efecto, asumimos que negacién de (4.9) implican
las condiciones (4.10). Sin embargo, como veremos més adelante, dicha relacién no siempre se tiene:
Hay problemas donde con minimos locales que no son puntos criticos, en el sentido de (4.10).

4.1.1. Condiciones geométricas de primer orden
Antes de comenzar nuestro andlisis, es necesario recordar lo que es un cono en R™.
Definicién 4.5. Sea C C R™. Decimos que C' es un cono si
Yy € C,VA >0,y € C. (4.11)

S C' es ademdas cerrado, decimos que es un cono cerrado, y si C' es ademds convezo, decimos que
€S UNn CONO CONVETO.
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[Incluir Dibujo]

En optimizacién sin restricciones, los puntos criticos son aquellos puntos z € R™ donde ninguna
direcciéon v € R"™ es direccion de descenso para la funcién objetivo f. Esto sélo ocurre cuando
V f(z) = 0 precisamente pues f debe ser no-decreciente en cualquier direccién.

Sin embargo, si queremos replicar este mismo criterio en el contexto de optimizaciéon con restric-
ciones, es claro que hay ciertas direcciones que no nos interesan: aquellas que, desde el punto z
en cuestion, “se salen” inmediatamente del conjunto factible X. Esto quiere decir que la condicién
necesaria de primer orden deberia ser que f sea no-decreciente a través de “ciertas” direcciones.
Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 4.6 (Vector tangente y cono tangente). Sea X un conjunto no-vacio de R™ y sea
x € X. Decimos que un vector v € R™ es un vector tangente a X en x si existen dos sucesiones
(vg) C R™\ {0} y (tx) C (0,400) tales que

1. vy = v;
2. tp — O,’ Yy
3. x4ty € X para todo k € N.

El conjunto de todos los vectores tangentes a X en x se denomina cono tangente de X en x y
se denota por Tx(x) o bien por T(z; X).

Si tomamos un vector tangente v a X en z distinto de cero, la Definicién 4.6 nos dice que d = v/||v||
es un vector que podemos formar como un limite del tipo d = lim dy donde

dy = 7T
[z — ]

para (z) alguna sucesién en X convergente a z. Esto es precisamente la idea de que d como direccién
se puede aproximar por direcciones que no se salen de X cerca del punto z.

En la misma linea, el nombre “cono tangente” que le damos al conjunto Tx (z) no es antojadizo,
si no que da cuenta de la estructura geométrica de este conjunto. La Figura 4.2 muestra varios
ejemplos de conos tangentes en diferentes puntos de un mismo conjunto.

T4

Figura 4.2: Ejemplo de conos tangentes (zona gris, que se proyecta a infinito entre las flechas negras).
a) T'x(x1) es un rayo; b) T'x (z2) es un semiespacio, o sea, un cono de apertura 7; ¢) Tx(x3) es un
cono de apertura 37/2. d) Tx(z4) es un cono de apertura /2.
Proposicion 4.7. Sea X C R" yz € X. Tenemos que

1. Tx(x) es un cono cerrado no-vacio (0 € Tx(x)).

2. Tx(z) = T (x).

3. Six € int(X), entonces Tx(z) = R™.

4. El cono tangente es un concepto local, en el sentido que

T(x; X) = T(x; X N B(x,5)), VY5>0.
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Demostracion. Mostraremos cada afirmacién por separado.

1. Claramente 0 € Tx(z) (basta tomar v, = 0 en la definicién). Veamos ahora que T'x (x) es un
cono. En efecto, sea v € Tx(x) y A > 0. Queremos demostrar que Av € Tx (z). Claramente, si
A = 0 entonces A\v = 0 y el resultado se tiene. Supondremos entonces que A > 0.

Por definicién, v es vector tangente y por lo tanto existen v, — v y tp — 0 (con t; > 0), tal
que z + tgyp € X. Definiendo s = tx /A y uxp = Ay, tenemos que s — 0, que up, — Avg y

que
t
T+ SpUuk :x—i—f()\uk) =x+tyrp e X, VkeN.

Por lo tanto, Av € Tx (). Esto demuestra que Tx (x) es un cono.

Veamos ahora que Tx (z) es cerrado. Sea (1) una sucesién en Tx(x) convergente a v € R"™.
Queremos demostrar que v € Tx (). Por definicién de Tx (z), sabemos que para cada k € N,
existe una sucesién (v ;); C R™ y una sucesién (tx ;); C (0,+00) tal que vy ; — v, ty; — 0
y  + tgjvk; € X para todo j € N. Ahora, para cada k € N, podemos elegir j, € N lo
suficientemente grande tal que

1
[k — vk i |l < Yo thge S g

T =

Luego, si consideramos las sucesiones (14 j, )k ¥ (tr,j, )& seleccionadas de esta manera, tendre-
mos que

= T+t Vi, € X, para todo k € N;

= 0 <tpj, < % LinicN 0, por lo que ty j, — 0;y

" v, — V. En efecto,

1k = VIl = kg — v +vi — V|
< kg — vell + llve — vl
1
< 2l — v 0.
Concluimos entonces que v € T'x(x), como querfamos probar. Esto demuestra que Tx () es
también cerrado.

2. Claramente de la definicién, Tx (z) C Ts(z) puesto que X C X. Veamos ahora la inclusién
reversa. Sea v € T(z). Por definicién, existe una sucesion (vy); convergiendo a v y una

sucesién (tx)r C (0,4+00) convergiendo a 0 tales que = + txv, € X para todo k € N. De la
definicién de adherencia, para cada k € N, podemos encontrar u; € B(0,1/k) tal que

x+ti (v +ug) € X.

Luego, notando que vy, + ux — v pues ur — 0, concluimos que que v € T'x (x), lo que muestra
la inclusién reversa.

3. Supongamos que z € int(X) y sea v € R™. Sabemos que existe A > 0 lo suficientemente
pequeno tal que el intervalo [z, 2 + Av] C X. Luego, tomando t; = A\/k y vy = v, concluimos
que v € Tx(z). Como v es arbitrario, tenemos que Tx (x) = R™.

4. Sea ¢ > 0 fijo, y denotemos Y = XNB(x,d). Como Y C X, tenemos directamente que Ty (z) C
Tx (x). Por ende, demostraremos solo la inclusién reversa. Sea v € Tx (z). Por definicién, existe
una sucesioén (v )y convergiendo a v y una sucesién (tx)r C (0,400) convergiendo a 0 tales
que z 4ty € X para todo k € N. Notemos que

k—o0

[txvicll = trllvnll < tr(llvx — vl + [v])) =—— 0.
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Esto nos dice que, definiendo xp = x + 4k, tenemos que la sucesién (zy) converge a x. Esto
quiere decir que existe ko € N lo suficientemente grande tal que para todo k > ko, z € B(z,9).
Por lo tanto, (x)k>k, C Y, lo que implica que v € Ty () al considerar las sucesiones (Vi) k>k,
¥ (tk)k>ko- Esto concluye la demostracién.

O

Asi como tenemos la nocién de vectores tangentes al conjunto X, que son aquellos vectores que
apuntan “hacia dentro de X” (o limite de vectores que apuntan hacia adentro de X), también

podemos introducir la nocién de vectores normales, que apuntan “en direccién opuesta al conjunto
X,

Definicién 4.8 (Vector normal y Cono normal). Sea X un conjunto no-vacio y x € X. Decimos
que un vector £ € R™ es un vector normal de X en x st

(& vy <0, WveTx(x). (4.12)

El conjunto de todos los vectores normales a X en x se denomina cono normal de X en x y se
denota por Nx(x) o bien por N(x; X).

La Figura 4.3 ilustra como se construyen los conos normales a partir de los conos tangentes para
diferentes puntos de un conjunto X.

Figura 4.3: Ejemplo de conos normales (zona azul). a) Nx(x1) es el semiespacio inducido por la
unica direccién tangente; b) Nx(x2) es el tnico rayo ortogonal opuesto al semiespacio dado por
Tx(x2); ¢) Nx(z3) es sblo el {0}. d) Nx(z4) es un cono de apertura 7/2, el opuesto a Tx (x4).

Proposicién 4.9. Sea X un conjunto no-vacio y x € X. El cono normal Nx(z) es un cono convezo

cerrado no-vacio (0 € Nx(z)).

Demostracion. Claramente 0 € Nx (x). Mds atn, para todo £ € Nx(x) y todo A > 0 se tiene que

(A, v) = A, v) <0, Vv € Tx(z).

Por lo tanto, A € Nx(x), lo que muestra que Nx (z) es un cono.

Para ver que es convexo, consideremos £1,&2 € Nx(z) y t € [0, 1]. Tenemos que para todo v € Tx (z),
(t&+ (1= t)&,v) =&, v) + (1= t)(&,v) <0,

y por 1o tanto t&1 + (1 — t)&2 € Nx(z). Concluimos entonces que Nx (x) es convexo.

Finalmente, para ver que es cerrado, tomemos una sucesién () C Nx(x) con & — £ € R™.
Tenemos que para todo v € Tx (z)

<§7U> = 11’]£H<§k7y> S 07

y por lo tanto £ € Nx(z). Concluimos entonces que Nx (z) es también cerrado, lo que termina la
demostracién. O
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Con estas dos nociones (conos tangente y normal) estamos listos para establecer las condiciones
necesarias optimalidad de primer orden en el contexto de optimizacién sin restricciones.

Proposicién 4.10. Sea x* € X un minimo local del problema (4.1). Entonces se tiene que

Vv e Tx(z*), (=Vf(z*),v) <0, (4.13)
o equivalentemente, —V f(x*) € Nx(x*).
Demostracion. Sea v € Tx(z). Sin perder generalidad, supongamos que v # 0. Por definicién,
existen dos sucesiones (v;) C R™ y (tx) C (0,+00) tal que v — v, ty, — 0y 2* + txv, € X para

todo k € N. Definamos xy = * + tx y tomemos dy, = (zy, — 2*)/||zx — 2*||. Como v # 0, entonces
(dg) estd bien definida, al menos a partir de algin kg € N lo suficientemente grande. Més atin,

tkljk Vi v

k,: _— .
27 I 7 I (]

Luego, como z* es minimo local de (4.1), tenemos que f(zr) — f(x*) > 0 para k € N lo suficiente-
mente grande. Asi, podemos escribir

(=V (), v/|vll) = Um(=V f(z"), dy)

g L) = f@T) f@*) = flay)

koo flog — 2| |zx — 2]
<0
k [Er
Concluimos entonces que —V f(2*) € Nx(z*), lo que concluye la demostracion. O

Lo que nos dice la proposicién anterior es que cuando z* € X es un minimo local, entonces todas
las direcciones ¥ € R™ que son direcciones de descenso de f en x* se salen del conjunto factible
X. El argumento es simple: si v es direccién de descenso, entonces (—V f(z*),v) > 0. Por lo tanto,
v ¢ Tx(x*), y eso significa que la direccién v “se sale del conjunto”. Dicho de otro modo, —V f(z*)
separa las direcciones factibles (es decir los vectores tangentes) de las direcciones de descenso. Esta
idea se ilustra en la Figura 4.4.

Figura 4.4: Tlustracién de condicién necesaria de primer orden geométrica: —V f(z*) pertenece al
cono normal Nx(z*) (en azul). Las posibles direcciones de descenso desde el punto z* estdn el el
hiperplano inducido por —V f(z*) (en verde) separado del conjunto factible X (en rojo).

4.1.2. Teorema de Karush-Kuhn-Tucker

Volvamos ahora al caso donde X estd dado por un conjunto de restricciones, de la forma (4.2). Para
cada punto z € X, lo que queremos ahora es relacionar de alguna manera el cono tangente T'x ()
con las condiciones (4.9) con las que obtuvimos la definicién de punto critico.
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Definicién 4.11. Sea X un conjunto no-vacio, de la forma (4.2) y sea x € X. Definimos el cono
tangente linearizado de X en x como

Fx(z) = {VER" . (Vhi(z),v) viel } (4.14)

<ng(x)a V> S 07 Vj € A(x)a
donde A(x) es el conjunto de restricciones activas de x (los j € J tal que g;j(z) =0).

El cono Zx(z) se llama cono tangente linearizado pues es el cono tangente que se obtiene de
reemplazar las restricciones h; y g; por sus aproximaciones de Taylor de primer orden en torno a x.
Es decir, Zx(z) =Tz (z), donde Z es el politopo dado por
4 . ) = =N
A P hi(x) + (Vhi(z),z —x) =0 Vi € .
gi(z) +(Vgj(z),z—x) <0 VjelJ
A priori, el politopo Z es bastante distinto del conjunto original X. No obstante, el Teorema de
Taylor nos hace pensar que Z y X debieran parecerse cerca del punto z, y por lo tanto uno podria
esperar que Tx () se pareciera a Zx(z).

Lema 4.12 (de Farkas). Sea X un conjunto no-vacio de la forma (4.2) y sea x € X. Si Tx(x) =
Fx(x), entonces

A €R Viel

Nx(x) = Z/\1th(£) + Z ij‘gj(x) 14 >0 Vje A(x)

icl JEA(T)

(4.15)

Demostracion. Denotemos por K el conjunto de la derecha de (4.15). Primero, veamos que K C
Nx(z). En efecto, sea £ € K. Entonces, existen (A\; : i € I)y (1; : j € A(z)) tal que pj > 0 para
todo j € A(z) y

=D NVhi(x)+ Y u;Vg;(x).

iel JEA(z)
Sea v € Tx(x). Como Tx(z) = Fx(x), tenemos que
(&) =D X(Vhi(z),v) + Y p(Vgi(z),v) <0.
iel jEA(x)
Como v € Tx(x) es arbitrario, concluimos que £ € Nx(z). Asi, tenemos que K C Nx(x).

Ahora, para demostrar que Nx(z) C K, supongamos por contradiccién que existe £ € Nx(z) \ K.
Es facil ver que K es un conjunto convexo y cerrado, y por lo tanto, podemos aplicar el teorema de
separacién 2.22 entre K y {£}, concluyendo que existe 2* € R™ tal que

sup (z*, () < (z",§).
CeEK

Mostraremos ahora que z* € Fx ().

» Tomemos ¢ € I. Tenemos que para todo A € R, AVh;(z) € K y por lo tanto
MVhi(z),a%) < (€,2%), VAER.
Lo anterior implica que (Vh;(z),z*) = 0.

» Tomemos j € A(x). Tenemos que para todo p > 0, uVg;(x) € K. Por lo tanto,

:u'<v9j(x)7m*> < <£7‘T*>7 V/J' > 0.

Lo anterior implica que (Vg;(z),z*) <O0.
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Mezclando ambos resultados, tenemos que

(Vhi(z),z*) =0, Viel
(Vg;(x),2%) <0, Vje Alx)

y por lo tanto, * € Fx(x). Pero como Fx(x) =Tx(x) y £ € Nx(zx), concluimos que

0= (& ") > sup(C,z%) =0,
(EK

lo cual es una contradiccién. Esto prueba que Nx(z) C K, lo que concluye la demostracién. O

Para escribir el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker, es titil definir el Lagrangiano del problema (4.8),
que es la funcién

L:R" x R x RIVI 5 R
(2.0 1) = f(2) + 3 Niba(w) + 3 prio5(2). (4.16)

icl jeJ

Cuando calculamos el gradiente de £ sélo con respecto a la primera coordenada (la variable € R™),
obtenemos que

Vo L(z, A\, 1) +Z/\ iV hi( )—|—Zungj(x). (4.17)

iel jeJ

Con esta definicién, la primera ecuacién de (4.10) es equivalente a la condicién V,L(x, A, 1) = 0.

Teorema 4.13 (Karush-Kuhn-Tucker). Sea T € R™ un minimo local del Problema (4.8). SiTx (z) =
F(T), entonces T es punto critico en el sentido de la Definicion 4.4, es decir, T € X y

Ve L(Z, p,\) =0
I\, 1) € RV RVI tal que wigi(z) =0, VjeJ, (4.18)
= 0.

Demostracion. Como Z es un minimo local, entonces tenemos que —V f(Z) € Nx(z). Usando el
Lema 4.12, tenemos que existen (A; : ¢ € I)y (u; : j € A(Z)), con p; > 0 para todo j € A(Z),

tal que
—V@) =) AVhi(@)+ ) 1 V()
i€l JjEA(Z)

Completando el vector (pu; : j € A(Z)) a (u; : j € J) imponiendo p; = 0 si j ¢ A(xg), tenemos
que los vectores A y pu cumplen que

Z)+ Y AiVhi(T) + Y p1;Vg(E) =0

icl jed
1j9;(z) =0, VjeJ,
n=0.
Es decir, T es punto critico en el sentido de la Definicién 4.4. O

4.1.3. Condiciones de Calificacién de Restricciones
En la préctica, el teorema de Karush-Kuhn-Tucker se utiliza de dos maneras:

1. Cuando es posible, resolver de manera analitica el sistema no-lineal de ecuaciones (4.10), y
elegir de entre las soluciones aquel punto que minimice el valor de la funcién objetivo f.
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2. Buscar algoritmicamente, a partir de un punto inicial xg, una solucién aproximada z* del
sistema no-lineal de ecuaciones (4.10) que garantice que f(z*) < f(zg) y entregar el punto
encontrado como candidato a solucién.

Ambos enfoques estan asumiendo que la conclusién del teorema 4.13 se tiene, es decir, que estamos
trabajando con problemas donde los minimos locales son puntos criticos. Sin embargo, esto es valido
siempre y cuando los conos tangente y tangente linearizado coincidan en todos los minimos locales.
El siguiente ejemplo, muestra que dicho supuesto puede fallar.

Ejemplo 4.14 Consideremos el problema

{min f(l‘l,l‘g) = T2

sa.  g(ry,z2) =22 — 23 <0.

La restriccién g(z1,z2) < 0 es equivalente a 22 < 23, lo que implica en particular que si (21, 22) es
un punto factible, entonces x2 > 0. Luego, el punto (0,0) es un minimo global del problema. Sin

embargo,

V£(0,0) = m v V(0,0) = m -

En particular, (0,0) no es un punto critico en el sentido de la Definicién 4.4, y por lo tanto el
Teorema 4.13 falla. Como conclusién, necesariamente T'x (0,0) # .Fx(0,0). O

El problema del Ejemplo 4.14 se solucionaria si, antes de intentar resolver el problema de optimiza-
ci6n (4.1), pudiéramos asegurar que

Vee X, Tx(z)=Fx(x). (4.19)

En esta seccion, desarrollaremos algunas condiciones suficientes sobre el conjunto de restricciones X
de tal manera que podamos asegurar (4.19). Estas condiciones suficientes se conocen como Califi-
cacién de Restricciones, pues el objetivo es garantizar la condicién (4.19) que no depende de la
funcién objetivo. Cuando estamos frente a un problema calificado (en el sentido que verifica (4.19)),
podemos utilizar el Teorema 4.13 tranquilamente, confiando tanto en resultados analiticos como en
algoritmos (al menos con la misma confianza que tenfamos en problemas sin restricciones).

Lema 4.15. Sea X un conjunto no-vacio y x € X. Entonces
Tx(z) C Fx(x).
Demostracion. Ejercicio. O

Como se menciond previamente, el cono linearizado .Zx () se obtiene como el cono tangente en
x del politopo Z resultante de reemplazar cada restriccién que define X por su aproximacién de
primer orden en torno a z. Esto nos dice que si X es en si mismo un politopo (dado por restricciones
lineales), entonces (4.19) se debe verificar. La siguiente proposicién formaliza este razonamiento.

Proposicién 4.16. Sea X un conjunto no-vacio de la forma (4.2). Si para todo i € I y para todo
j € J, las funciones h; y g; son funciones lineales afines, entonces

Vee X, Tx(x)=Fx(x).

Demostracion. Sea x € X. Si para todo 2 € I y para todo j € J, h; y g; son funciones lineales
afines, entonces se tiene que estas funciones deben coincidir con sus aproximaciones de primer orden
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en torno a x. Es decir, para todo z € R" se tiene que

hi(z)

hi(x) + (Vhi(x),z —x), Viel,
9;(2) = g;

(z) + (Vgj(z),2 —x), Vje

Sea ahora v € %x(z) con v # 0. Vamos a demostrar que existe ¢ > 0 tal que [z,z + tv] C X. Para
esto, veremos que x + tv satisface las restricciones que definen X:

» Sea i € I. Como v € Fx(x), tenemos que (Vh;(z),v) = 0. Luego, que para todo ¢t > 0
podemos escribir:
hi(z +tv) = hi(z) + t(Vh;(x),v) = 0.

» Sea j € A(z). Como v € Fx(z), tenemos que (Vg;(z),r) < 0. Luego, para todo t > 0
podemos escribir:

gj(z+tv) = gj(z) + t(Vyg,(x),v) =t(Vyg,(x),v) <0.

» Sea j € J\ A(z). Entonces tenemos que g;(x) < 0. Por continuidad de g;, existe §; > 0 lo
suficientemente pequetio tal que g;(z) < 0 para todo z € B(z,d). Luego, tomando t; =
tenemos que

5
2|lvll
gj(x+tv) <0, Vtel0,t;].

Ahora, tomando

- 1 si A(z) =J
min{t; : j€J\ A(z)} sino,

tenemos que x + tv € X para todo t € [0,t]. Luego, v € Tx(x): en la Definicién 4.6, basta tomar

I/k:I/ytk:%. O

La condicién de que X esté definido tinicamente por restricciones lineales (o sea, que todas las
funciones h; y g, sean lineales afines), se conoce como la condicién de Calificacién de Restric-
ciones Lineales (LCQ). Si bien, (LCQ) garantiza (4.19), es demasiado restrictiva en el contexto
de optimizacién no lineal: es de esperar que nos encontremos con restricciones no-lineales.

Para estudiar condiciones de calificacién de restricciones mejor adaptadas al contexto no-lineal,
necesitamos recordar un teorema de céalculo diferencial bastante célebre, llamado el Teorema de la
Funcion Implicita.

Teorema 4.17 (Funcién Implicita). Sea f : RP x R? — RP una funcién de clase C* y (zo,20) €
RP x R? tal que

» f(wo,20) =0; y

» El Jacobiano parcial D, f(xg, z9) = a%lf(l"o, zp) - a%pf(l“o, Zo)} es invertible.
Entonces, existen dos abiertos U, C RP y U, C RY y una funcién ¢ : U, — U, de clase C* tal que

1. 20 € Uy, 20 €U, y ¢d(20) = 0.

2./ Para todo (x,z) € Uy x Uy, se tiene que f(x,z) = 0&x = ¢(2).

Basados en el Teorema de la Funcién Implicita, presentaremos dos tipos de calificacién de restric-
ciones. La primera, que es la condicién de independencia lineal presentada a continuacién en la
Definicién 4.18, es probablemente la mas conocida y simple de enunciar.
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Definicién 4.18 (LICQ). Sea X un conjunto no-vacio de la forma (4.2) y sea x € X. Decimos que
un punto x satisface la calificacion de independencia lineal (LICQ) si el conjunto

{Vhi(z) : ieI}U{Vyg;(z) : j € Alz)}

es linealmente independiente.

Teorema 4.19. Sea X un conjunto no-vacio de la forma (4.2) y sea x* € X. Si x* satisface
(LICQ), entonces
Tx(z*) = Fx(z").

Demostracion. Sin perder generalidad, asumamos que A(z) = J, y sea m = |I| 4+ |J|. Sea ¢: R" —
R™ la funcién dada por c¢(z) = (hi(x),..., b1 (2),g1(x),...,g,5(x)) y tomemos la matriz

A(z*) = De(z*) = [Vhi(z*) -+ Vhy(e*) Vai(z) - Vg )]

Como todas las columnas de A son linealmente independientes, necesariamente m < n y A tiene
rango igual a m. Vamos a suponer que m < n: el caso m = n es similar (se omite la matriz Z que se
presenta més adelante) y se deja como ejercicio. Sea Z una matriz de n x (n — m) cuyas columnas
forman una base del espacio nulo de A. Esta construccién nos dice que el rango de Z es n —m y
que A(xz*)Z = 0. En particular, las columnas de Z y las filas de A(z*) forman una base de R™.

Ahora, sea v € Zx(x). Definamos la funcién R : R” x R — R™ dada por

e = [,

Claramente R es de clase C! y R(z*,0) = 0. Més ann,

D, R(z",0) = [A% )] ,

que es de rango completo y por lo tanto invertible. Por el Teorema de la Funcién Implicita (Teorema
4.17, existen dos abiertos (—6,d) y U, C R™ y una funcién ¢ : (—=6,8) — U, de clase C! tal que
¢(0) = z* y tal que

R(o(t),t) =0, Vte (=46,0).

Sea tp = §/2k y sea x = ¢(tr). Notemos que z € X para todo k € N. En efecto, recordando que
v € Fx(x*), tenemos que

) - =0, Viel,
R(§(1),1) =0 = c(o(t) = 1A'y = 40 o e

Por continuidad de ¢, tenemos que x; — x*. Luego, tenemos que

0= it ) = [0 e

A(x*)(z — 2*) — th A(z™)v c(xg) — Alx*)(xg, — x*)
[ ZT(kl‘k —x* — ?kl/) :| * [ ’ 0 ’

Ok

= { 7T :|(xk—x*_tkl’)+0k
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Luego, definiendo v = t,:l(xk — x*), tenemos que x* + tv € X. Ademds, tenemos que

A(z)] " on

ZT E =V — .
=M

Finalmente, recordando que x, = ¢(tx) v ™ = ¢(0), y denotando por L = || M|, podemos escribir

le(zr) — A(2™) (zn — 27|

v — vl < L :
k
_ p lle(ar) — e(2) — A(z™) (2, — 27)| [[6(tx) — (0]
|2k — x*|| tk
—0 —1l¢"(0)]]
k—o00
— 0.

Concluimos entonces que v € Tx(z*) y por lo tanto, que Fx(z*) C Tx(x*). En vista del Lema
4.15, la demostracién esta completa. O

La condicién (LICQ) en general solo se verifica en problemas pequefios (con pocas restricciones). En
la practica, es muy dificil de verificar. Una condicién mas relajada es considerar la independencia
lineal de los gradientes solo para las restricciones de igualdad. En general, estas restricciones no
pueden ser demasiadas (de lo contrario el conjunto factible X estarfa dado por un sistema de
ecuaciones sobredimensionado), y por lo tanto hay buenas opciones de verificar independencia lineal.
Las condiciones de Mangasarian-Fromowitz, que se presentan a continuacién en la Definicién 4.20,
mantienen el requerimiento de independencia lineal de las restricciones de igualdad y reemplazan el
requerimiento sobre las restricciones de desigualdad por la existencia de una “direccién interior” en
el cono linearizado.

Definicién 4.20 (MFCQ). Sea X un conjunto no-vacio de la forma (4.2) y sea x € X. Decimos
que un punto x satisface la calificacion de Mangasarian-Fromowitz (MFCQ) si
(i) {Vhi(x) : i €I} es linealmente independiente; y
(i) Existe v € R™ tal que
<Vhl($),P> = Vi eI,

07
(Vg,(x),7) <0, VjecAz). (4.20)

Teorema 4.21. Sea X wun conjunto no-vacio de la forma (4.2) y sea x* € X. Si x* satisface
(MFCQ), entonces
Tx(l’*) = yx(l‘*)

Demostracion. Sea v € Fx(x*) y denotemos p = |I|. Para que exista 7 satisfaciendo la condicién
(4.20), es necesario que, o bien p < n, o bien, p = n y A(xz) = 0. En el segundo caso, (MFCQ) se
reduce a (LICQ), y por lo tanto el resultado se sigue del Teorema 4.19. Asumiremos entonces que
p < n. Definamos la matriz

A= [Vhi(z*) -+ Vhy(z*)] € Mpxy(R),
y consideremos la funcién

£:RP xR — RP
(u,t) = h(z* +tv + Au),
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donde h(z) := (hi(x),...,hy(x)) € RP. Tenemos que la funcién ¢ es de clase C*, £(0,0) =0y
Du(0,0) = [Vhy(z*) -+ Vhy(@*)]" A= ATA € Mpep(R).

Como A las columnas son linealmente independientes, se tiene que AT A es definida positiva y por
lo tanto, invertible. En efecto, claramente AT A es semidefinida positiva. Si tomamos y € R? tal que
yT AT Ay = 0, tendrfamos que

0=y" AT Ay = || Ay|*,

lo que implicaria que Ay = 0. Luego, notando que
P P
Ay = ZyiAoi = Zyivm(m*),
i=1 i=1

concluimos que la independencia lineal de las columnas de A implica que y = 0. Esto muestra que
AT A es definida positiva como fue enunciado.

Luego, podemos aplicar el Teorema de la Funcién Implicita (Teorema 4.17), que nos asegura que
existe 6 > 0, V,, C RP abierto y ¢ : (—6,8) — V tal que: 0 € V,,, ¢ es de clase C! y

V(t,u) € (—6,8) x Vi, L(u,t) = (0,0) < u = d(t).

Definamos ahora la curva z : (—d,9) — R™ dada por
z(t) = x* + tv + Ad(t).

Tenemos que z(0) = z* y que h;(z(t)) = 0 para todo ¢ € (=4,0) y todo ¢ € I. Luego, podemos
escribir
p [Vhi(2(0))" - 2/(0)
0= 2 hor)0) = z
| Vhy((0))T - 2'(0)
[Vhi(z*)" - (v + A¢'(0))

| Vhy(z*)T - (v + A¢'(0))
[Vhy(z*)T - A¢'(0)

= : = AT A¢(0).
[ Vhp(z*)" - A¢' (0)

Como AT A es invertible, tenemos que ¢’(0) = 0 y por lo tanto, concluimos que z'(0) = v+ A¢'(0) =
v.

Supongamos primero que
Vie A(z®), (Vg;(z*),v) <O0. (4.21)

Vamos a demostrar que en tal caso existe ¢ € (0,0) tal que para todo ¢t € (0,¢) y todo j € J, se
tiene que g;(z(t)) < 0.

o Tomemos primero j € A(z*). Por regla de la cadena, tenemos que

0> (Vg;(2),v) = (Vg;((0)),2'(0)) = lim & ((t)) - 9;(x(0))

Luego, recordando que g;(z*) = 0, la desigualdad anterior nos asegura que existe ¢; € (0, 6)
tal que g;(z(t)) = g;(z(t)) — g;(x(0)) < 0 para todo t € (0,¢;).
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» Tomemos ahora j € J \ A(z*). Como la curva = : (—§,6) — R” es continua y g;(z(0)) =
g;(x*) < 0, existe €; € (0,9) lo suficientemente pequeno tal que g;(z(t)) < 0 para todo
te (O,Ej).

Finalmente, definiendo e = min{e; : j € J}, tenemos que
g;(z(t)) <0, VjeJ, Vte(0,e).

Finalmente, con esta construccién tenemos que z(t) € X para todo ¢ € (0,¢) y por lo tanto, podemos
definir las sucesiones (vy) y (tx) de la Definicién 4.6 como

€ x(ty) — z(0)

ty = — =k T2
o Y th

Asi, tenemos que x* +txv, = 2(t;) € X para todo k € N, que ¢, — 0 y finalmente que v — 2/(0) =

v. Por lo tanto, v € Tx (x*).

Ahora, para el caso general (sin suponer (4.21)), la condicién (MFCQ) nos dice que existe 7 €
Fx (x*) tal que (Vg;(z*),7) < 0 para todo j € A(z*). En tal caso, para k € N podemos definir

[y

Vg =V+ U

E

que cumple que v, € Fx(x*) y ademds verifica (4.21). Repitiendo todo el desarrollo para vy en vez
de v, concluimos que vy, € Tx (x*). Luego, como Tx (x*) es cerrado (ver Proposicién 4.7), concluimos
que

v, —»> v e Tx(x").

Como ahora v € ZFx(x*) es arbitrario, concluimos que Fx(z*) C Tx(z*) , lo que concluye la
demostracion. O

4.2 Algoritmo de Punto Interior
[PENDIENTE]

4.3 Algoritmos de Lagrangiano Aumentado
[PENDIENTE]

4.4 Ejercicios Capitulo 4

P1.
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CAPITULO 5

Algoritmos para optimizacion
no-diferenciable

[PENDIENTE]

5.1 Método de Maximo Descenso con subgradientes
[PENDIENTE]

5.2 Método de Descenso Coordinado

[PENDIENTE]

5.3 Metaheuristica de Enjambre de particulas

[PENDIENTE]
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APENDICE A

Contenidos previos de Calculo

multivariado

A.3

A4

A.5

Conjuntos abiertos y cerrados

Continuidad de funciones

Diferenciabilidad de funciones

Matrices semidefinidas y diagonalizacién

Expansion de Taylor
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